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Vorwort des Uebersetzers. 



Der vorliegende zweite Theil der theoretischen Mechanik 
von J. Somoff zeichnet sich, gleich dem ersten, durch viel- 
seitige Anwendung der geometrischen Grossen und Punkt- 
functioneii; sowie uberhaupt geometrischer Methoden aus. Als 
Einleitung in die Statik und Dynamik ist eine „Geometrie der 
Massen" vorausgeschickt; welche, von den ebenso pracisen, 
wie allgemeinen Cauchy'schen Definitionen und Formeln zur 
Behandlung von Baumgrossen und Massen ausgehend^ eine 
ziemlich ausfiihrliche Theorie der Momente ersten und zweiten 
Grades, sowie der ^Variation der Massen und Raumgrossen" 
giebt. Dieser letztere Abschnitt ist von besonderem Interesse; 
er enthalt eine ganz allgemeine, von der Art des Coordinaten- 
systems unabhangige Definition des Differentialparameters zwei- 
ter Ordnung. In der eigentlichen Statik ist die Theorie des 
Potentials und der Attraction eingehend und eigenartig behandelt. 
Die verschiedenen Formen der Gleichgewichtsbedingungen eines 
Kraftesystems werden durch Behandlung des Vectors und des 
Momentes einer Kraft als geometrischer Grossen auf ihre ein- 
fachste Gestalt zuruckgefiihrt. Auf Grund dieser allgemeinen 
Beziehimgen giebt dann das IV. Capitel eine ausfiihrliche Be- 
handlung des Gleichgewichts am unveranderlichen Punkt- 
system und das V. Capitel die Theorie der Aequivalenz der 
Krafte. Den Schluss bilden in dem VI. Capitel die vom Ver- 
fasser in neuer und selbststandiger Behandlungsweise durch- 
gefuhrten Untersuchimgen von Mobius und Minding iiber 
Centralpunkt und Centralebene, fiber Gleichgewichtsaxen und 
Axen der Aequivalenz. 
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Schliesslich sei noch bemerkt, class von dem zweiten Bande 
nur die Einleitung (Geometrie der Massen), sowie das I. und 
TI. Capitel,der Statik bei Lebzeiten des Verfassers erschienen 
sind. Jedoch war der iibrige Theil (das III. bis VI. Capitel) 
im Manuscript voUstandig druckfertig und wurde auf Veran- 
lassung der KaiserHchen Akademie der Wissenschaften ohne 
irgend wesentliche Aenderungen herausgegeben. 

Auch die vorliegende deutsche Uebersetzung hat sich 
nirgends Aenderungen erlaubt. 

Karlsruhe, 1879. 

Alexander Ziwet, 

stud, der Ingenieurwissenschaften. 
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Georaetrie der Massen. 

A. BerechniiDg von geomeiriscfaen BAumgrdssen und von Massen. — 
Mittelwerth einer Punktfunction. — Mittlere Dichtigkeit einer Masse. — 

Massenmittelpunkt. 

1. 1st E eine geometrische Raumgrosse von einer, zwei 
oder drei Dimensionen und m eine in der Weise von E ab- 
hangende Grpsse, dass jedem Werthe von E ein bestimmter 
Werth von m entspricht, der sich gleichzeitig mit jenem 
andert und gleichzeitig mit ihm zu Null wird, so kann man 
m als einen gewissen Gehalt der Raumgrosse E betrachten 
und als eine Masse, deren Ratim E ist, bezeichnen.*) In 
diesem Sinne kann man die Zeit, wahrend der sich ein Punkt 
bewegt, als die Masse des von ihm zuriickgelegten Weges 
(einer linearen Raumgrosse) ansehn; das Volumen eines iiber 
einem ebenen Flachenraume E errichteten und von einer be- 
liebigen Flache S begrenzten Cylinders kann man als Masse 
des Flachenraums Ej oder auch als Masse des durch den 
Cylinder ausgeschnittenen Theiles der Flache S betrachten. 

Ist E ein Volumen und m ein anderes, welches Punkte 
enthalt, die in einer gewissen Abhangigkeit von den Punkten 
des Volumens E stehen, z. B. die Punkte, die man durch homo- 
graphische Transformation der Punkte von E oder nach der 
Methode der reciproken Radienvectoren (s. Kinematik, § 59) 
erhalt, so kann man m als Masse in dem Volumen E ansehen, 
und umgekehrt E als Masse in dem Volumen m. 



*) Cauchy nennt die Grossen E und m gleichzeitig bestehende (co- 
existantes). S. Canchy, Exercicea d' analyse et de physique math^ma- 
tique. T. II, pag. 188. 

Somoff, Mechanik. II. 1 
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Es sei nun ^E ein unendlich kleiner Theil von jE, der 
keine einzige endliche Dimension hat, in dem also der Ab- 
stand irgend zweier seiner Punkte unendlich klein ist; ^m 
sei der entsprechende Theil der Masse w. Dann ist das Ver- 
bal tniss — VI eine Grosse, die sich, wenn sich alle Dimensionen 

von ^E der Null nabern, einem gewissen Grenzwerthe q 
nabert, welcber im AUgemeinen eine Function von einem der 
in der Raumgrosse E enthaltenen Punkte sein wird. Eine 
solcbe Function nennt man die Dichtigkeit der Masse m in 
dem betrefiFenden Punkte M. 

Ist z. B. E der von einem Punkte in der Zeit m durcb- 
laufene Weg und v die einer beliebigen Lage M des beweg- 

lichen Punktes entsprechende Geschwindigkeit, so ist Q = — 

die Dichtigkeit der Masse m im Punkte M. 

In dem oben angefiihrten Beispiele des Volumens eines 
liber dem Flachenraume E als Basis errichteten und von einer 
Flache S begrenzten Cylinders ist die Dichtigkeit die Lange 
einer, der Erzeugenden des Cylinders parallelen, von E und 
S begrenzten geraden Strecke. Ist w die Figur, in welche 
eine Figur E vermittelst der Transformation durch reciproke 
Radienvectoren iibergeht und sind M' und M zwei homologe 
Punkte jener Figuren, r' und r deren Abstande von dem 
Pole Oj so dass also die Bedingung rr' = & besteht, so ist 

= -g die Dichtigkeit der Masse m^ die in dem Volumen E 

ehthalten ist. (S. Kinematik, § 60, S. 137 unten.) 

Ist die Dichtigkeit q eine constante Grosse, d. h. hat sie 
denseiben Werth fiir alle Punkte der Raumgrosse jB, so nennt 
man die Masse m homogen, 

2. Denken wir uns die ganze Raumgrosse E in unendlich 
kleine Theile dE getheilt, die keine einzige endliche Dimen- 
sion haben, und die Masse m in entsprechende Theile z^m, 

so ist 

E = S^E und m = HJm, 

wo das Zeichen S die Summe aller Theile yon der Art /JE^ 
resp. dm bedeutet. Die Summe 2JJE kann man durch den 
Grenzwerth ersetzen, welchem sich die Summe der sogenannten 



/3 ^6 



••3 
T 
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Differentialeleinente der Raumgrosse E nahert, wenn alle 
Dimensionen von E sich der Null nahern. Das Dififerential- 
element dE der Raumgrosse E ist eine, von derselben Ord- 
nung wie zJE unendlich kleine Grosse und wird bekanntlich 
durch das Product einer gewissen Function eines Punktes der 
Raumgrosse in die Differentiale einer, zweier oder dreier 
Coordinaten dieses Punktes ausgedriickt; dabei gendgt es der 

Bedingung, dass das Verhaltniss -j^ sich der Einheit nahert, 

wenn die Dimensionen der beiden Grossen dE und ^E sich 
der Null nabem. Der Grenzwerth der Sumnie der Elemente 
dE wird durch das Integral fdE ausgedriickt.*) 

Das Product der Dichtigkeit q der Masse m in das Ele- 
ment dE der Raumgrosse, d. h. die Grosse QdE ist das 
DiflFerentialelement dm der Masse m, und man kann Sdm 
durch das Integral /QdE ersetzen, wobei die Integration nach 
den Coordinaten zwischen denselben Grenzen auszufuhren ist, 
wie bei der Integration fdE. Es diirfte nicht iiberflussig 
sein zu zeigen, mit welchem Rechte die Summe Zl/lm durch 
das Integral /rfm, worin dm = QdE ist, ersetzt werden darf. 

Das Verhaltniss -^^ = — ^ • ,^ hat die Dichtigkeit q 

zur Grenze; man kann daher setzen 

/Jm = (q + a) dE, 

wo a eine unendlich kleine Grosse bedeutet; mithin ist: 

lim U^m = lim Z^dE + lim UadE. 

Bezeichnen nun a und b den kleinsten und den grossten der 
Werthe von a, so hat man 

a<a<b und adE < adE < bdE, 

woraus folgt: 

- 21adE . , 

« < -SdE < *• 

Da die Grossen a und b beim Grenziibergange verschwinden, 

so verschwindet auch 

lim 2a dE _ li m SccdE 
lim 2dE ~ ~ E ' 



*) Wie au8 der Integralrechnung bekaunt; s. z. B. Serret, Cours 
de calcul diff. et integral. Paris 1868. T. 11. 

1* 
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mi thin ist: lim 2JadE = 0. Hiermit wird aber 

lira U^m = lim EQdE, 
al^o 

m = JqcIE. 

Wenn allgemein q irgend eine Function eines Punktes 
der Raumgrosse E ist, so reprasentirt das fiber die ganze 
Raumgrosse E ausgedehnte Integral fgdE eine gewisse in E 
enthaltene Masse m, deren Dichtigkeit q ist; dabei kann q 
eine reelle positive oder negative, oder sogar imaginare 
Grosse sein. 

3. Ist E eine Linie s, so hat dE die Form ds = f{q)dqj 
wo q eine der Coordinaten eines Punktes dieser Linie oder 
eine andere Variable ist, als deren Funetionen die Coordinaten 
ausgedruckt werden. 

Ist ferner E eine Flaehe S und ist ein Punkt M derselben 
durch zwei Coordinaten g^ und q^ bestimmt, deren reciproke 
Parameter a^ und a^ sind, so kann man fiir dE oder dS den 
Flacheninhalt eines Parallelogramms wahlen, dessen> Seiten 
a^dqy^ und a.j,dq2 auf den Parametern a^ und a^ aufzutragen 
sind, so dass man hat 

dS = a^ a^ sin (% a.^dq^ dq^ . (1) 

Die Strecken a^dq^ und a^^dq^^ kann man als die Bogendiflferen- 
tiale der Coordinatenlinien {q^ und (g^) betrachten, die durch 
ihren Schnitt den Punkt M bestimmen. Bezeichnet man diese 
Bogen mit s^ und s^, so ist: 

ds^ = a^dq^ und ds2 = a^dq^, 

also 

dE = ds^ds^ sin {ds^ds.^. 

Ist E ein Volumen V und sind dessen Punkte durch die 
Coordinaten g^, q^, q^ bestimmt, deren reciproke Parameter 
^ij %; % seien, so kann man fiir dE oder dV ein Parallel- 
epipedon wahlen, dessen drei in einera Eckpunkte zusammen- 
stossende Kanten die Langen (i^dq^^, «2^(?2; ^^^'s haben und 
auf den Richtungen a^, ag, a^ resp. aufzutragen sind. 

Bezeichnet man ferner mit a^, a^, a^ die Cosinus der 

Winkel (^2%)? (^s^i)? (^1^2) ^^^ setzt (vergl. Kinematik 
Cap. VIII, S. 148) 
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I — «? — «2 — «3 + ^«1«2«3; 



SO ist: 

ei F = «! Og ag ^^d^i dq^dq^ . (2) 

Der Ausdruck a^dg^s^^ i^t das Volumen des iiber den Para- 
metem %, GJg? ^3 construirten Parallelepipedons. 

Infolge der Beziehung zwischen dein reciproken und dera 
directen Parameter einer Punktfunction (s. Kinematik, S. 154, 
Formel (20)) hat man 

mithin ist 

_ 1 yz/iiZ/g^^sa 



a^a^a^jd^ 



KW 



und dies geht mit Hilfe der Pormeln auf Seite 152 der Kine- 
matik in den Ausdruck 

1 



iiber, in welchem 



\ ^2 ^3 ^'^ 



z/' 



1 

CD 



2 



I 
Oil 



CO, 



oil 



die Determinante des complementaren Systems der Axen h^, 
^2, A3 bedeutet. Der Nenner jenes Ausdruckes ist das Volu- 
men des iiber den directen Parametern \, h^, h^ construirten 
Parallelepipedons. 

Setzt man zur Abkiirzung 



a^a^a^ 



a«z/^ = 



01 



so ergiebt sich als allgemeine Formel fiir das Differential- 
element eines Volumens: 

dV = (odq^dq^dq^. 
Die Integrale 

s = Jf{q) dq, S = Ja^ a^ sin (a^ a^ dq^ dq^, F = Joi dq^ dq^ dq^ 

reprasentiren resp. eine Linie, eine Flache, ein Volumen, wahrend 
die Integrale 
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m 



= fQfil) ^Qf **^ = Jq «i «2 sin (^i ^2) dqi dq^ , 
m = jQiodq^dq^dq^ 

die zwischen denselben Grenzen wie jene zu nehmen sind, die 
entsprechenden Massen darstellen. 

4. Wenn die Punkte einer Flache S durch drei Coordi- 
naten g^, q^, q^ bestimmt sind, zwischen denen die Gleichung 
besteht 

so kann man folgendermassen einen Ausdruck fiir das Element 

dS als Function zweier der drei Coordinaten q^, q^, q^ erhalten. 

Man denke sich in einem beliebig auf der Flache S ge- 

wahlten Punkte M (Fig. 1) das DifiFerentialparallelepipedon (3) 

A MCDEj dessen Kanten a^ dq^ , a^ dq^^ 
a^dq^ auf a^, a^y a^ aufzutragen sind. 
Dieses Parallelepipedon ist ein Theil 
eines Prismas von unbestimmter 
Lange, dessen Basis MB DC ist und 
dessen Kanten parallel MA verlaufen. 
Schneidet man dieses Prisma mit der 
Tangentenebene derFlacheS im Punkte 
Mj so erhalt man ein Parallelogramm 
3IPQR, das man als Flachenelement dS wahlen kann. 

Bezeichnet nun n diejenige Richtung der Normale der 
Flache S im Punkte M, welche mit dem reciproken Parameter 
a^ einen spitzen Winkel (na^) bildet, so ist dS cos {na^) der 
Inhalt der Schnittflache des Prismas mit einer zu a^ senk- 
rechten Ebene; folglich ist 

dS cos (waj . a^dq^ 

das Volumen des Parallelepipedons dV, und man erhalt nach 
Formel (3) 



» 



c\ -i 


f 




/I 


1 1/ / 


r 



M^ 



», 



y 



dS cos (nai) . a^dq^ = (odq-^dq^dq^. 



also 



dS = 



(O 



ttj co8(wai) 
Auf ahnliche Weise kann man finden: 



dq^dq^. 



(4) 



dS = 



0) 



ttg COS (Wttg) 



dq^dq^y dS = 



(O 



ttg COS (nag) 



dq^dq^. (5) 
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Bedeutet P den Diflferentialparameter der Function % 
welche die linke Seite der Gleichung g) (q^ , (?2 ? S's) = bildet, 
so ist: 

^ = a^ P cos (PaJ, ^- = a2^cos(Pa2), ^-^ = agP cos (Po^), 

cos (na^) = + cos (P^i), cos (wag) = + cos {Pa<^, 

cos (wag) = + cos (Pag) 

(vergl. Kinematik, Cap. VII u. XII). Dadurch nehmen die Aus- 
drticke (4) und (5) die Form an: 

dS=±^^dq^dq^, dS^ + '^dq^dq^, dS = + -^ dq^dq^, (6) 

.a ^1 dq^ d q^ 

Bei Anwendung einer dieser Formeln eliminirt man mit 
Hilfe der Gleichung 9? {q^, q^, q^) = diejenige Coordinate, deren 
Differential in der betreflfenden Formel nicht vorkommt. 

Eine iiber eine Plache S ausgedehnte Integration lasst 
sicb auf eine Integration zuriickfuhren , die sich iiber alle 
Punkte der Begrenzung s der Flache S erstreckt; daher kann 
man eine in der Plache S enthaltene Masse durch eine langs 
der Begrenzung der Flache vertheilte Masse ersetzen. Ebenso 
lasst sich jede fiber ein gegebenes Volumen V ausgedehnte 
Integration auf eine Integration zuriickftihren, die sich iiber 
die ganze das Volumen begrenzende Oberflache S erstreckt, 
und man kann daher die in dem gegebenen Volumen enthaltene 
Masse durch eine auf der Oberflache des Volumens vertheilte 
Masse ersetzen. 

5. Allgemeine Formeln, urn ein iiber eine Flache aus- 
gedehntes Integral auf ein iiber die Begrenzung dieser Flache 
atisgedehntes Integral zuriickzufiihren, 

Es sei dgiS Doppelintegral 

gegeben, worin q^ und q^ die Coordinaten eines Punktes M 
sind, welcher auf der Flache S liegt, iiber die sich die In- 
tegration erstreckt; dabei soil /* (9^1,^2) ^^^ jeden Punkt der 
Flache S einen endlichen bestimmten Werth haben. 

Fiihren wir zunachst die Integration nach q^ aus, wobei 
q^ als constant betrachtet wird, d. h. nehmen wir die Summe 
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derjenigen Elemente /'(g^, q^dq^, die sich auf die in der Co- 
ordinatenlinie {q^ liegenden Punkte der Flache S beziehen. 

Denken wir uns nun, dass sich auf der Linie {q^ ein 
Punkt in dem Sinne, wohin q^ wachst, bewegt und dass M^y 
M2 , . . . Mp die suceessiven Stellen des Eintritts und Austritts 
jenes Punktes aus der Flache S bedeuten, und zwar mosfen 
die ungeraden Indices die Eintrittspunkte, die geraden die Aus- 
trittspunkte bezeichnen. Man kann immer annehmen; dass die 
Anzahl der einen und der andern Punkte zusammen gerade 
ist;*) dabei sieht man im Falle einer Beriihrung zwischen der 
Linie (q^) und der Begrenzung s der FlSche S den Beriihrungs- 
punkt als einen doppelten, d. h. als einen Eintritts- und einen 
Austrittspunkt an. Die den Punkten Jf^, Jfg, M^, . . . Mp 
entsprechenden Werthe der Coordinate ^g sind die Grenzen des 
Integrals //(^i, q^dq^ und lassen sich mit Hilfe der Gleichungen 
der Linien, aus denen die ganze Begrenzung s der Flache S 
zusammengesetzt ist, als Functionen von q^ darstellen. Setzt 
man diese Grenzen als bekannt voraus, so findet man eine 
Function F{q^,q2), die der Bedingung geniigt: 

in diese Function setzt man jene Grenzen fur q^ ein, wodurch 
man die Werthe der Function F{q^ , q^ in den Punkten M^, 
Jtfg? -^3> ••• ^p erhalt, die mit jF\, F^, . . . Fp bezeichnet 
werden mogen. Man hat somit: 

ffiiu q,)dq2 = F, - F, + F, - F, + ■■■ + Fj,- F^r, 
folglich wird: 

ffiqx, i2)dq,dq, =/(- F, + F, - F, + ■■■ + F,)dq,. 

Nun bleibt noch die Integration nach qf auszufuhren; 
dieselbe muss sich auf alle den Punkten der Begrenzung der 
Flache S zugehorigen Werthe der Coordinate q^ erstrecken. 

*) Es wird vorausgeeetzt, dass die Linie (q^) ebenso oft aus der 
Flache S austritt, als sie in dieselbe eintritt. Wenn (qi) nicht aus der 
Flache austritt, oder in ihr anfangt, oder in ihr endet, so kann man die 
Flache S in Theile zerlegen, die der geforderten Bedingung gentigen, 
dann die Transformation auf jeden Theil besonders anwenden und die 
Summe der Resultate bilden. 
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Die versohiedenen hierdurch erhaltenen Ausdrttcke, die den ein- 
zelnen Theilen der Begrenzung der Flache S entsprechen, 
lassen sich in ein einziges iiber die ganze Begrenzung s aus- 
gedehntes Integral vereinigen. 

Es sei namlicli M ein beliebiger Punkt der Begrenzung 
s der Flache jS, ds die unendlich kleine DiflFerentialverschiebung 
dieses Punktes auf der Begrenzung in dem Sinne, wohin q^ 
wachst, und dq^ das dieser Verschiebung entsprechende Differen- 
tial der Coordinate q^. Nach § 51, S. 106 der Kinematik ist 

# dqi = hi cos (hi ds)ds , 

wo hi der directe DiflFerentialparameter der Coordinate qi ist 
und (hids) der Winkel, den derselbe mit der Verschiebung 
ds bildet 

Man denke sich im Punkte M die Tangentenebene der 
Flache S und in dieser Ebene die Normale n der Begrenzungs- 
curve, und zwar ini Sinne nach dem Austritt des Punktes M 
aus der Flache S hin gerichtet; wir nennen n mit Riicksicht 
hierauf die dussere Normale. Da hi auf ag ^^^ ^ ^^^ ^^ senk- 
recht steht, so ist 

cos (hids) = + cos (na^, 

wo das Zeichen + den Eintrittspunkten und das Zeichen — 
den Austrittspunkten entspricht; hiermit wird 

dqi = + ^1 cos {na^ds, 

Substituirt man diesen Werth von dqi in jedes Glied des 
Resultates der ersten Integration, d. h. in den Ausdruck 

SO erhalt.man eine Summe von Gliedern von der allgemeinen 
Form 

F{qi, q2)hi cos (wag) ^5- 

Die Summe aller Werthe, welche diese Function fiir die Punkte 
der ganzen Begrenzung s der Flache S annimmt, machen das 
vollstandige Resultat der Integration nach der zweiten Co- 
ordinate qi aus. Es ist also 

ffiSiy a^^aidq^ = jF{q^ , q^)hi cos {na^)ds, (7) 

wo 
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Durcli Umkehrung der Reihenfolge der Integrationen nach q^ 
und gg findet man auch 

JfiQi y i^d^idq^ = S^iai , Q2)h cos (na^)ds, (8) 



wo 



mu^2) = —^^ — 

Specielle Fdlle. 1) Gesetzt die Flache S sei eben und ihre 
Punkte seien durch geradlinige Coordinaten x und y in Bezug 
auf Axen bestimmt, die in dieser Ebene liegen und den Winkel %^ 
einschliessen. In diesem Falle hat man in Formel (7) zu set^n: 

^1 = ^? 32 = y> \ = ^i^7 cos {a^n) = cos (yn); man erhalt 
also aus jener Formel: 

Cfix, y)dxdy = ^^-;^Jf{x, y) cos {yn)ds, (9) 

mit 

Ebenso erhalt man: 



mit 



Cf{x, y)dxdy = ~ jO{x, y) cos {xn)ds, 



K^, y) = ^^: '^ 



X 

Fiir rechtwinklige Axen hat man nur sin -0* = 1 zu setzen. 

2) Die Flache 8 sei wieder eben, ihre Punkte aber durch 
Polarcoordinaten bestimmt, namlich durch den aus dem Pole 
gezogenen Radiusvector und durch den Winkel 9?, welchen der 
Radiusvector mit einer gegebenen Axe bildet. Die Formel (7) 
giebt: 

if{^y (p)drd(p = f F{r, 9?) — cos (rn)ds, (10) 

mit 

Bei Ableitung der Formel (7) wurde vorausgesetzt, dass 
der die Coordinatenlinie (q^) beschreibende Punkt ebenso oft 
aus der Flache S aus- wie in dieselbe eintritt; man darf 
daher die Formel (10) nur in dem iFalle anwenden, dass der 
Pol ausserhalb des Flachenraumes S liegt, d. h. wenn der 
Radiusvector ebenso oft aus S aus- wie eintritt. 
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» 

Doch bleibt die Formel (10) auch fiir den Fall richtig, 
dass der Pol innerhalb des Flachenraumes S odej? auf dessen 
Begrenzung liegt, wenn man festsetzt, dass der Pol als erster 
Eintrittspunkt jedes Radiusvectors gelten soil. Betrachtet man 
namlich q) als constant und integrirt nach r, so folgt 

dq>Jf{r, cp)dr = (- F, + F,- F, + ■•■ + F^)d<p, 

WO nun jPj = F{0, q)) ist. Setzt man hierauf dq) = -] — cos (rq)) ds, 

so bringt man dadurch alle Glieder des sich ergebenden Re- 
sultats auf die allgemeine Form: 

F{r, q) — cos (rg))ds. 

Dabei muss man aber beim Integriren nach (p den Pol als 
einen der Begrenzung angehorenden Punkt betrachten und 
als den auf diesen Punkt beziiglichen Theil des Integrals 

I F(r, (p) — cos (rg))ds den Ausdruck 

-/F(0, g>)dip (11) 

nehmen, wobei die Integration nach q) liber alle Werthe dieser 
Variablen auszudehnen ist, die alien iibrigen Punkten der Be- 
grenzung entsprechen. 

Liegt der Pol innerhalb des Flachenraums S^ so sind die 
Grenzen des Integrals (11) und 2;r. Liegt der Pol aber 
auf der Begrenzung, so sind- die Grenzen die Werthe von 9, 
welche den aussersten Tangenten entsprechen, die man vom 
Punkte aus an die Begrenzung s ziehen kann. Kann man 
durch nur eine Tangente an die Begrenzung legen, so ist 
die Diflferenz der Grenzen tc, 

Aehnliche Bemerkungen gelten auch fiir die geodatischen 
Coordinaten auf einer krummen Flache S (s. Kinematik S. 172), 
wenn die geodatischen Linien aus einem innerhalb der Flache 
oder auf deren Begrenzung gelegenen Punkte ausgehen. 

Sind die Punkte einer Flache S durch drei Coordinaten 
im Raume, ^j, ^2? Qsy bestimmt, so muss man mit Hilfe der 
Gleichung der Flache eine Coordinate, z. B. q^, eliminiren, dann 
die beiden iibrigen als Coordinaten auf der Flache betrachten 
und fur sie die Diflferentialparameter nach den in der Kine- 
matik (§ 51) gegebenen Regeln bestimmen. 
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• 

6. Allgemeine Formeln, um ein ilber ein Volumen aus- 
gedehntes Integral auf ein uber die ganze Oberflache des Volumens 
ausgedehntes zurucJcmfuhren, 

Es sei das dreifache Integral 

Jfiaiy (I2, az)dqidq^dq^ (12) 

gegeben, worm q^y q^, q^ die Coordinaten eines Punktes des 
gegebenen Volumens V sind; fiq^j q^^ q^) sei eine Function der- 
selben, die fur jeden Punkt des Volumens eitien einzigen 
endlichen und bestimmten Werth hat; die Integration erstrecke 
sich fiber das ganze Volumen. 

Wir fuhren zuerst die Integration nach q^ aus, indem wir 
^1 und ^2 s-ls constant betrachten, d. h. wir bilden die Summe 
derjenigen Elemente des Integrals ^ welche zu den Punkten der 
Coordinatenlinie (giQ'g) gehoren. Um die Grenzen dieser Inte- 
gration zu finden, denken wir uns, dass sich auf der Linie 
fei9'2) ®i^ Punkt in dem Sinne bewege, wohin q^ wachst. 
Wir nebmen an, dass dieser Punkt ebenso oft aus dem Volu- 
men V aus- als eintritt*) und bezeichnen die successiven 
Eintritts- und Austrittspunkte mit M^y M^, M^, ... Mp, so 
zwar, dass den Eintrittspunkten die ungeraden, den Austritts- 
punkten die geraden Indices entsprechen. 

1st F{q^yq^,q^) eine Function, die der Bedingung 

genfigt, und sind F^, F^^ ... Fp die Werthe dieser Function 
in den Punkten M^, M^j . . . Mp, so ergiebt die Integration 
nach ^3 ein Resultat von der Form: 

dqidqjf{q^, q^, q^dq^ = 
— F^dq^dq^ + F^dq^dq^ — F^dq^dq^ -| f- Fpdq^dq^-, (13) 

hier ist in jedem Gliede fur die Coordinate q^ derjenige Aus- 

*) Wenn die Anzahl der Austrittspunkte der der Eintrittspunkte 
nicht gleich ist oder die gauze Linie (qi^^) ^^ ^®™ Volumen V ein- 
geschlossen ist, so kann man das Volumen V in Theile zerlegen, fur 
welche die geforderte Bedingung erfiillt ist, dann die beabsichtigte 
Transformation in jedem Theile einzeln vomehmen und endlich die 
Summe der den einzelnen Theilen entsprechenden Resultate bilden. 
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druck von q^ als Function von q^ und q^ zu setzen^ den man 
aus der Gleichung des Theils der Oberflache des Volumens V 
erhalt, in welchem der dem betreflfenden Gliede entsprechende 
Punkt liegt. Nun ist dieser Ausdruck noch nach q^ und q^ 
zu integriren, wobei die Integration sich iiber alle Punkte 
der das Volumen V begrenzenden Flache S zu erstreeken hat. 
Die versehiedenen durch diese Integration erhaltenen Resultate, 
die den einzelnen Theilen der Flache S entsprechen, lassen 
sich in ein einziges liber die ganze Oberflache ausgedehntes 
Integral vereinigen. 

Bezeichnet namlich dS ein Flachenelement von zwei un- 
endlich kleinen Dimensionen, so hat man nach Formel (5) § 4 : 

dabei ist o = a^a^a^^'i und (na^) bedeutet den Winkel, welchen 
der Parameter a^ mit der ausseren Normale der Flache S im 
Punkte M{q^y q<^, q^) bildet, d. h. mit der Normale, die von 
dem Volumen V nach aussen hin gerichtet ist. Das negative 
Zeichen der Formel gilt fiir den Fall, dass M ein Eintritts- 
punkt des Parameters a^ in das Volumen ist, das positive fiir 
den Fall eines Austrittspunktes. Beachtet man dies und sub- 
stituirt den gefundenen Ausdruck fiir dq^dq^ in die Formel (13), 
so nehmen alle Glieder derselben die allgemeine Form an: 

- F{qu q^y g3)«3 cos (na^)d8', 

es muss also die Summe der Werthe, welche dieser Ausdruck 
fur alle Punkte der ganzen Flache S annimmt, dem Inte- 
grale (12) gleich sein. Man hat somit: 

jf(2i7 a-iy %)dq,dq^dq^ = A F{q,, q^, q^)a^ cos (na^)dS, (14) 
wo 

Durch Aenderung der Beihenfolge der Integrationen nach 
Qi7 Q2> 2s ergeben sich zwei weitere Formeln von derselben 
Gestalt. 

« 

Specielle Fdlle, 1) Fiir ein geradliniges Coordinatensystem 
der X, y, hat man nach Formel (14): 



- 14 - 
/ f{Xj y, z)dxdydz = I F{x, y, z) cos (nz)dS, (15) 

wo f(x, y, z) = — T^'^^''^ ^^^ ^ ^1^® Constante ist. Im Falle 

c z 

rechtwinkliger Coordinaten wird co == 1. 

2) Fiir ein System von Polarcoordinaten , namlich den 
Radiusvector r, den Winkel 9, den derselbe mit einer festen 
Axe Oz bildet, und den Winkel ^, den die Ebene des Winkels 9? 
mit einer festen, durch die Axe gehenden Ebene einschliesst, 
erhalt man: 

J'f(r,q,,i>)drdcpdt=jFir,<p,t)'-^^f,_ (16) 

wo 

f{r, (f, t) = ^ 

Die Bedingungen, unter denen die Formel (14) abgeleitet 
wurde, forderten, dass die Coordinatenlinie (^ig'2) "^ ^®^ Volu- 
men V weder beginne noch endige; wir dttrfen daher die 
Formel (16) nur in dem Falle anwenden, dass der Coordi- 
natenpol ausserhalb des Volumens V liegt. Doeh bleibt 
die Formel (16) auch in dem Falle, dass innerhalb des 
Volumens V oder auf dessen Oberflache liegt, richtig, wenn 
man den Pol als ersten Eintrittspunkt fur alle Radienvectoren 
ansieht und den auf diesen Punkt beziiglichen Theil des Inte- 
grals in der Form darstellt: 

—JF(0, 9?, t)d(pdt. 

Liegt der Pol innerhalb des Volumens F, so muss sich 
die Integration nach 9? und ^ fiber alle Punkte der Oberflache 
einer Kugel vom Mittelpunkt und von einem Radius gleich 1 
erstrecken. Liegt dagegen der Pol auf der Oberflache des 
Volumens und hat diese Flache in diesem Punkte nur eine 
Tangentenebene, so erstreckt sich die Integration iiber die den 
Punkten einer Halbkugel entsprechenden Werthe von q) und 
if, Bildet endlich der Pol die Spitze eines Kegels, der die 
Oberflache des Volumens V berGhrt, so hat sich die Inte- 
gration iiber den innerhalb dieses Kegels liegenden Theil der 
Kugeloberflache zu erstrecken. 

Bedeutet d6 ein Element von zwei unendlich kleinen 
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Dimensionen auf einer Kugelflache 0, deren Mittelpunkt der 
Pol und deren Radius gleich 1 ist, und sind 9, V^ die 
Coordinate!! eines diesem Elemente angehorigen Punktes, so ist 

da = sin q)d(pd'^\ 
hieraus ergiebt sich dq>dtlf = - — . Fiihrt man also in 

^ ^ 8in qp 

ff(r,(p,ili)drdq>dt die Integration nach r aus, so erhalt man 
ein Resultat^ das sich in folgender Form schreiben lasst: 

Jf(r,^,t)drd.pdt -J^Jnr,<p,i>)dr ^f^,^'^; (17) 

dabei erstreckt sich die Integration nach d6 iiber die ganze 
Eugel 0, wenn der Pol innerhalb des Volumens liegt; 
wenn aber ausserhalb des Volumens oder auf dessen Ober- 
flache S liegt, so erstreckt sich die Integration nur auf den 
Theil der Kugel, der alle Schnittpunkte der Eugel mit den 
aus nach alien Punkten der Flache S gezognen Radien- 
vectoren enthalt. Dieser Theil ist eine Halbkugel, wenn alle 
durch gehenden aussersten Tangenten an ^S in einer Ebene 
liegen. 

Es sei noch bemerkt, dass man d6 als Centralprdjection 
des Oberflachenelements dS auf .die Kugel vom Radius 1, 
deren Mittelpunkt ist, oder als Perspective von dS fur 
als Augenpunkt betrachten kann; dabei ist dS cos (nr) = r^do, 
so dass die Formel (17) wieder in (16) iibergeht. 

7. Das Integral 

(§ 5) lasst sich als eine uber die Flache S vertheilte Masse 
ansehen, deren Dichtigkeit in jedem Punkte gleich 

^ dS 64 Oj sin (a^ a^) 

ist. Diese Masse lasst sich nach Formel (7) durch eine iiber 
die Begrenzung s der Flache 8 vertheilte Masse, deren Dichtig- 
keit in jedem Punkte der Begrenzung gleich 

^(SiiQ2)K cos (na^) 
ist, ersetzen. 

Die Formel (8) liefert eine andere Vertheilung derselben 

Masse Uber die Begrenzung. 
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EbeDso reprasentirt das Integral 

(§ 6) die Masse eines Volumens F; ihre Dichtigkeit ist in 
jedem Punkte des Volumens: 

Q=-f(QuQ2>QB), 

wo (o =^ a^a^a^^* Nacli Formel (14) lasst sieh diese Masse 
iiber die ganze Oberflache S des Volumens V derart ver- 
theilen, dass ihre Dichtigkeit in jedem Punkte gleich 

-F{q,,q2yqs)as cos (na^) 

isi 

8. Man kann jede Masse m von gegebener Grosse auf 
versehiedene Weise fiber eine gegebene Raumgrosse E von einer, 
zwei oder drei Dimensionen vertheilen. Die Vertheilungsart 
hangt von der Form der Punktfunetion, die die Dichtigkeit q 
darstellt; ab. Im Allgemeinen lasst sich eine gegebene Masse 
m derart fiber einen gegebenen Raum JE vertheilen, dass die 
Dichtigkeit q einer gegebenen Punktfunction 9?, multiplicirt 
mit einer gewissen Constanten, gleich wird. Die Bedingung 
der Aufgabe fordert namlich, dass 

m = kJq)dE 

sei, woraus sich 

J wi 

~ ffdE 

ergiebt; diese Grosse ist aber endlich, solange das Integral 
f(pdE nicht gleich Null ist. 

Man kann ferner eine gegebene Masse m immer derart 
fiber einen Raum E vertheilen, dass die Dichtigkeit in jedem 
Punkte constant, d. h. dass die Masse homogen ist. Diese 

constante Dichtigkeit ist ^ , das Verhaltniss der Masse zu dem 

Raume. War die Masse m in nicht homogener Weise fiber 
den Raum E vertheilt und ist die Dichtigkeit dieser Verthei- 
lung in jedem Punkte durch die Function q dargestellt, so ist 

die Dichtigkeit ^ der Jiomogenen Vertheilung das arithmetische 

Mittel aus alien ^ den einzelnen Punkten des Raurnes E ent- 
sprechenden Werthen der Function q. Hiervon kann man sich 
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folgendermassen liberzeugen. Man theile E in gleiche, un- 
endlich kleine Theile a, deren Anzahl n sein mag, und be- 
zeichne die entsprechenden Massentheilchen mit ft^, ft^, . . . /i„ 

und die Verhaltnisse — , Hi. ^. . . tl mit p^, Q27' " Qn- Dann ist 



E=na und m = (q^ ^ q^ ^ q^) a = a Un Qi] 

folglich ist 

d. h. die Dichtigkeit der gleichformigen Vertheilung der gan- 
zen Mass^ m ist das aritlimetische Mittel aus den Dichtigkeiten 
der gleichformigen Vertheilungen der Massen ft^, /ig^ • * • f^^ ^^ 
Raumen gleich a. Diese Grosse hangt aber von der Anzahl 
n nicht ab. Fiir n = 00 geht die Summe 27„ qi in die Summe 
aller den Punkten des Raumes E entsprechenden Werthe der 
Function q uber. Da m =fQdE ist, so lasst sich jener Mittel- 
werth der Function q in der Form darstellen: 



^JgdE. 



(18) 



Um also den arithmetischen Mittelwerth einer einem gegebenen 
Baume angehorigen Punktfunction m erhalten, hat man das In- 
tegral dieser Function, das sich uber den ganzen Baum erstrecM, 
durch die Grosse des Baumes zu dividiren. 

Es seien nun m und m zwei fiber denselben Raum E 
vertheilte Massen, q und q' ihre Dichtigkeiten in einem und 

demselben Punkte dieses Raumes und q das Verhaltniss — . 

Dann ist: 

ni =fQdE =fqqdE =fqdm, m=fQdm, 
Das Verhaltniss der Massen 



m 
m 



L = -i fqdm (19) 



w> fn 



ist gleich dem Verhaltniss -^ : -^ der Mittelwerthe der Dich- 
tigkeiten Q und Q und stellt das Mittel aus alien Werthen 
dar, die die Function g^ = ~ fur die verschiedenen Elemente 
der Masse m annimmt. 

Somoff, Mechanik. IT. 2 
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Ein Integral von der Form 

fqdm 
nennt man das iiber die ganze Masse m ausgedehnte Integral 
der Function q, 

9. Der BegriflF des arithmetischen Mittels laast sich da- 
durch verallgemeinem, dass man die algebraische Summe der 
Grossen, getheilt durch die Anzahl der Summanden, durch die 
geometrische Summe, getheilt durch die Zahl der Summanden, 
ersetzt. 

Es seien u^, u^, ... Un nach Richtung und Grosse ge- 
gebene gerade Strecken und * 

5 = % + ^2 H h Wn (20) 

ihre geometrische Summe. Theilt man die Strecke s in w 

Theile, so kann man einen solchen Theil — s, in dernselben 

Sinne wie s auf s aufgetragen, als einen gewissen Mittelwerth 
nach Grosse und Richtung aus den geometrischen Summanden 

%, ^2, ...Un ansehen. Wir werden diese Grosse den mittle- 
ren geometrischen Summanden nennen. 

Die Anzahl n der Glieder der Summe s kann unendlich 
gross sein, und die Summanden u^y u^, ... konnen eine Reihe 

von Werthen einer und derselben geometrischen Grosse u sein, 
deren Lange und Richtung von dem Ort eines Punktes Jf, 

der einem gegebenen Raume E angehort, abhangt. In diesem 

1— 1 /•— 

Falle ist der Grenzwerth von —s durch ^ I udE dargestellt, 

wo das Zeichen / die Grenze einer geometrischen Summe be- 
deutet, die man ein gecmietrisches Integral nennen kann. Wenn 
man namlich E in n gleiche Theile a theilt und auf den 

Richtungen u^, t^g, . . . Un die Strecken au^^ «%, . . . aun ab- 
tragt, so wird: 

1— 2am * 

und dies geht fur n == <x> in ^ l udE liber, wo udE eine auf 

der Richtung von u aufgetragene unendlich kleine Strecke von 
derselben Ordnung wie dE bedeutet. Die geometrische Grosse 
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u kann z. B. den aus einem gegebenen Pole nach einem be- 
liebigen Punkte des Baumes E gezogenen Radiusvector dar- 
stelleD, oder auch die Gesehwindigkeit oder die Beschleunigung 
dieses Punktes. 

Statt des Baumes E kann man auch seine Masse m, 
deren Dichtigkeit q sei, betrachten: dann ist — I udm das Mit- 

tel aus den den Elementen der Masse m entsprechenden Werthe 

von w; dieser Mittelwerth ist das Verhaltniss des mittleren 

geometrischen Summanden aus alien Werthen uq zu dem 
arithmetischen Mittelwerthe der Dichtigkeit q. 

10. Gesetzt, u sei der Badiusvector, welcher den Pol 
mit einem dem Elemente dm angehorigen Punkte verbindet* 
die Dimensionen des Elementes dm seien alle unendlich klein, 
und es sei 



mj ^ 



r = — I udm. 
m 



Es lasst sich leicht beweisen, dass, wenn man diese Lange 
als Radiusvector OC darstellt, die Lage des durch diesen Ba- 
diusvector bestimmten Punktes C nicht von der Lage des Pols 
abhangt, sondern nur von der Masse m und von der Art ihrer 
Vertheilung in dem Baume E. Vertauscht man namlich den 

Pol mit einem andern 0' und setzt 00' = 8, so ist m + ^ 
der neue Badiusvector des Elements dfn, und 

^ r ( M + d ) f?m = d + ^ Ai 6? m = d + r 

ist der mittlere geometrische Summand fur 0' als Pol; nun 

ist aber d + r = O'C; also hat der Punkt C seine Lage nicht 
geandert. 

Der von der Lage des Pols unabhangige Punkt C hat 
daher die Eigenschaft, dass sein Abstand von jedem Punkte 
der mittlere geometrische Summand aus den Abstanden der 
Elemente der Masse m von jenem Punkte ist; man nennt da- 
her C den Mittelpunkt der mittleren Entfernungen. Wir wer- 
den diesen Punkt einfach Ilassmmittelpunkt nennen. In der 

Folge wird sich zeigen, aus welchem Grunde man densel- 

2* 
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ben auch TragheitsmiUelpunJd und Schwerpunkt der Masse m 
nennt.*) 

Die auf der Richtung des Radiusvectors u aufgetragene 

Strecke udm werden wir d&s polare Moment ersten Grades des 
Elements dm beziiglich des Pols nennen und die auf der 

Richtung OC aufgetragene Strecke 

rm =fudmy 

die gleich der geometrischen Summe aller jener Momente ist, 
das Moment der gamen in ihrem Mittelpunkte C .coneentrirten 
Masse. 

Es seien r, /, /', . . . Radienvectoren, die aus dem Pole 
nach den Mittelpunkten der Massen m, m', m\ . . . fiihren, und 

E der mittlere geometrische Summand der Radienvectoren u, 
die den Elementen dm der Masse m, den Elementen dm' der 
Masse m', u. s. w. zugehoren. Man hat dann 

rm =fudm^ rm =fudm'y r' m' =fudm", .... 
und 

JR (m + w^' + m" + • • =fudm -^ fudm' -{• fudni' + . . .; 
folglich ist 

JR (m + wi' + ^*" + • • = ^^ + ^'*^' + /'m" + • • • > (21) 
oder 

^ rm + r m -\' r"m" + . . . . Zmr 

w + w 4" w* + • • • '^^ 

(dabei konnen unter den Massen m, m', . . . auch negative sein; 

ist z. B. m negativ, so hat man fiir das polare Moment mr 

die dem r entgegengesetzte Richtung zu nehmen) d. h.: Ber 
Eadiusvector des MittelpunJcts eines Massensystems ist gleich der 
geometrischen Summe der polaren Momente ersten Grades aller 
in ihren ietreffenden Mittelpunhten concentrirten Massen, dividirt 
durch die Summe aller Massen. 



*) Diese von dem Begriffe der Momente beziiglich einer Ebene un- 
abhangige Auffassung des Scbwerpunkts scheint von Barr^ de St. Ve- 
nant herzuriihren. S. Principes de mecanique fondes sur la cin^- 
matique, p. 37 (lithogr.). 
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Man sieht femer leicht, dass die geometrische Summe alter 
polaren Momente ersten Grades hezuglich eines im Mittelpunkte 
der ganzen Masse gewdhlten Poles gleich Null ist Aus Glei- 
chung (21) folgt namlich: 

(r — B)m + (r --R) m + (/' — ^) m" ^ = 0, 

wo r — E, r — E,r' — Rj . . , die Abstande der Mittelpunkte 
der Massen m, m, m" . , . von dem Mittelpunkt der ganzen 
Masse w + w' + ^' '+ * • * sind. 

11. Wir lassen hier ein bemerkenswerthes Beispiel fiir 

die Bestimmung des Mittelpunktes einer linearen Masse folgen. 

Fig. 2. Es sei OMA (Fig. 2) der in der 

Zeit A vom Punkte M auf einer 
beliebigen Trajectorie mit der con- 
stanten oder yariablen Geschwindig- 

keit V durchlaufene Weg, B(iD der 

Hodograph der Geschwindigkeit, OB 

und OD diejenigen Radienvectoren desselben, welche die Ge- 
schwindigkeit im Anfang und am Ende der Zeit t darstellen, 

und 0[i der einer beliebigen Geschwindigkeit v gleiehe Radius- 

OA 
vector. Ist nun OC = -j- die mittlere Geschwindigkeit der 

Bewegung auf der Sehne OAj d. h. die Geschwindigkeit, mit 
welcher der Punkt die Sehne OA in der Zeit t gleichformig 
durchlaufen wiirde, so ist C der Mittelpunkt einer der Zeit t 
gleichen Masse, die iiber den Bogen BD des Hodographen 
derart vertheilt ist, dass die Dichtigkeit in jedem Punkte ft 
der Beschleunigung v^ erster Ordnung bei der Bewegung des 
Punktes M umgekehrt proportional ist. 

Bezeichnet man namlich mit or den Bogen j?ft, so ist 

d6 == Vi dt] folglich ist dt = — do das Element einer iiber den 

Bogen BJD derart vertheilten Masse t, dass deren Dichtigkeit 

in jedem Punkte ft gleich — ist. Das Moment ersten Grades 

dieses Elements beziiglich des Pols ist vdt^ und daher ist 
der Abstand des Mittelpunkts der Masse t von dem Punkte 
gleich 
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jjvdt; 

das geometrische Integral fvdt, d. h. die geometrische Summe 
der Elemente des Bogens OMA, ist die Sehne OA] folglich ist: 

Gesetzt, die Bewegung des Punktes 31 sei gleichformig und 
V = 1] dann ist der Hodograph BD eine spharische Curve 
auf einer Kugel vom Radius 1, deren Mittelpunkt ist. Be- 
zeichnet q den Radius der ersten Krummung der Curve OMA 

im Punkte Mj so ist v^ = — und, wenn man den Bogen 

OA 
OMA = s setzt, OC == — . Wenn man also eine Masse 

' s 

gleich der Bogenlange s einer beli^bigen Curve fiber den Bo- 
gen derjenigen Curve vertheilt, welche alle Schnittpunkte einer 
Kugel. vom Radius 1 mit den aus dem Kugel mittelpunkt ge- 
zogenen Parallelen zu den Tangenten der gegebenen Curve in 
den einzelnen Punkten des Bogens s enthalt, und wenn die 
Dichtigkeit der Masse auf jenem Bogen dem Radius der ersten 
Ki'iimmung der gegebenen Curve gleich ist, so ist der Abstand 
des Mittelpunkts dieser Masse von dem Anfangspunkt des Bo- 
gens gleich dem Verhaltniss der Sehne des gegebenen Bogens 
s zu der Lange dieses Bogens. 

Ist die Sehne OA = 0, d. h. ist der Bogen geschlossen, 
so wird 0(7=0, d. h. der Mittelpunkt einer uber den Ho- 
dographen vertheilten Masse gleich s fallt in den Anfangs- 
punkt des Bogens. 



B. Methoden zur Bestimmung von Massenmittelpunkten. 

12. Es seien M, M\ M\ ... die Mittelpunkte der Massen 

m, m J m", . . .; r, /, /', ... die Radienvectoren jener Punkte 
aus dem Pole 0; C der Mittelpunkt des ganzen Massensystems 

m, m'y m\ . . .; OG = jB dessen Radiusvector; x^ x\ x" , ... a 

die Projectionen der Radienvectoren r, r\ r", . . . JB auf eine 
beliebige Axe Ox. Nach der Eigenschaft der Projection einer 
geometrischen Summe hat man dann auf Grund der Gl. (21) § 10 : 
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B cos {Rx) • 2Jm = 2Jmr cos (rx), 
d. h. 

aUm == 2Jmx. (1) 

Die Projection en x, x', x'\ , . . a kann man betrachten als die 
Abstande der Punkte Jf, M\ M", ... (7 von einer Ebene P, 
die man sich durch den Pol senkrecht zur Axe Ox ge- 
legt denkt; dabei hat man denselben das positive oder nega- 
tive Zeichen zu geben, je nachdem die entsprechenden Punkte 
bezuglich der Ebene P auf der Seite liegen, nach der die Axe 
Ox hingerichtet ist oder nach der entgegengesetzten. 

Das Product einer Masse in den Abstand ihres Mittel- 
punktes von einer gegebenen Ebene heisst das Moment ersten 
Grades der Masse hezuglich der Ebene. 

Die Formel (1) zeigt, dass die algebraische Summe der 
Momente ersten Grades eines Massensystems hezuglich einer ge- 
gebenen Ebene gleich ist dem Momente der im Mitteljmnkte des 
ganzen Massensystems concentrirten Summe alter Massen; daher 
ist der Abstand des Mittelpunktes des ganzen Systems von der 
gegebenen Ebetie das arithmetische Mittel aus den Abstdnden der 
Differentialelemente alter das System bildenden Massen. 

Liegt der Pol in dem Mittelpunkte C des Massen- 
systems, so ist jB = 0, also auch a = 0, und die Formel (1) 
giebt Zmx = 0, d. h. die Summe der Momente eines Massen- 
systems beziiglich jeder durch den Massenmittelpunkt des Systems 
gehenden Ebene ist gleich Null. Umgekehrt: wenn die Summe 
der Momente eines Massensystems beziiglich einer gegebenen Ebene 
gleich Nidi ist, so geht diese Ebene durch den Massenmittelpunkt 
des Systems. Denn wendet man auf diese Ebene die Formel 
(1) an, so findet man, dass a = ist. 

Statt der Perpendikel x, x , x\ ... a zur Ebene P kann 
man in der Formel (1) auch gegen P geneigte Gerade nehmen, 
die parallel einer Geraden l von den Punkten M^ M\ M'\ ... (7 
bis an die Ebene P gezogen werden. Bezeichnet namlich %• 
den Winkel, welchen die Gerade I mit der zu P senkrechten 
Axe Ox bildet, und sind x, x\ x'[, ... a die von den Punk- 
ten Jf, M\ M'\ . . . C parallel zu I nach der Ebene P ge- 
zogenen Strecken, die mit dem positiven oder negativen Zeichen 
zu versehen sind, je nachdem die entsprechenden Punkte auf 
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der Seite der Ebene P liegen, wohin Ox gerichtet ist, oder 
auf der entgegengesetzten, so sind 

X cos d', x' cos d', x" COS -S*, . . . « COS % 

die von den Punkten M, M\ M'\ ... (7 auf die Ebene P ge- 
fallten Perpendikel, deren Vorzeichen mit denen von x^ x y x\ 
... a iibereinstimmen. Entsprechend der Formel (1) ist dann 

a cos %• • I^m = Umx cos -O*, 

also wenn man mit cos '9' dividirt: 

aUm = Umx. 

Die Grosse mx nennt man das schiefwinklige Moment be- 
ziiglich der Ebene P; die obigen Satze iiber die Summe der 
rechtwinkligen Momente gelten ofifenbar auch fiir die schief- 
winkligen. 

13, Wenn eine continuirliche Masse m in Differ ential- 
elemente von drei unendlich kleinen Dimensionen getheilt ist 
und wenn x den rechtwinkligen oder schiefwinkligen Abstand 
eines solchen Elementes dm von einer Ebene P bezeichnet, 
so ist das uber die ganze Masse m ausgedebnte Integral fxdm 
die Summe der Momente aller Differentialelemente der Masse 
m beziiglich der Ebene P. Bezeichnet man also mit a den 
Abstand des Mittelpunktes dieser Masse von der Ebene P, 
so ist: 

ma =^fxdm, (2) 

Wahlt man fiir dm ein Differentialelement von zwei oder von 
einer unendlich kleinen Dimension, so muss man in der For- 
mel (2) fiir X den Abstand des Mittelpunktes dieses Elemen- 
tes von der Ebene P setzen. 

Bedeuten x, y, z die geradlinigen Coordinaten des Mittel- 
punktes einer Masse m und a, p, y die des Mittelpunktes 
eines ganzen Systems von Massen m, m\ m" . . ., so ist nach 
Formel (1): 

Sind ferner x, y, ^ die Coordinaten des Massenmittelpunkts 
des Elementes dm einer continuirlichen Masse m und a, /5, y, 
die Mittelpunktscoordinaten der ganzen Masse, so ist nach 
Formel (2): 
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a = l^Jxdm, p = l-fydm, y = ^f^dm. (4) 

Aus den Formeln (1) und (2) ergeben sich die folgenden 
Satze: 

Lehrscntz L Wenn die MiiMpunkte der einzelnen Massen 
dues Massensystems in einer und dersdben Ehene liegen, so liegt 
auch der. MittelpunJct des ganzen Systems in dieser Ehene. Denn 
wenn man die Formel (1) oder (2) auf diese Ebene anwendet, 
so ergiebt sich fdr jede Masse a; = 0, also auch a = 0. 

Folgerung. Der Mittelpunkt einer irgendwie liber eine 
Ebene vertheilten Masse liegt in dieser Ebene. 

Lehrsatz IL Liegen die Mittelptmlcte mehrerer Massen auf 
einer geraden Linie, so liegt auch der Mittelpunkt des Systems 
dieser Massen auf jener Geraden. Denn nach Lehrsatz I liegt 
dieser Mittelpunkt in jeder durch diese Gerade gehenden Ebene. 

Folgerung. Der Mittelpunkt einer eontinuirlichen gerad- 
linigen Masse liegt auf der Geraden, iiber welche die Masse 
vertheilt ist. 

Lehrsatz III. Wenn ein System aus pa>arweise gleichen 
Massen hestdit, deren MiiMpunkte auf entgegengesetzten 'Seiten 
einer gegebenen Ebene, aber in gleichen Abstdnden von ihr liegen, 
so fdllt der Mittelpunkt des ganzen Systems in diese Ebene. Denn 
die Momente der Massen bezUglich der gegebenen Ebene sind 
paarweise gleich und entgegengesetzt, so dass die Formel (1) 
2]mx = Oy also a = ergiebt. 

Haben zwei Ebenen diese Eigenschaft, so geht ihre 
Schnittlinie durch den Mittelpunkt des ganzen Systems. Sind 
drei solche Ebenen yorhanden, so schneiden sie sich im Mittel- 
pankte des ganzen Systems. 

Folgerungen. Ist eine homogene Masse von einer Flache 
begrenzt; die einen geometrischen Mittelpunkt hat, so fallt der 
Massenmittelpunkt mit dem geometrischen Centrum zusammen; 
z. B. der Massenmittelpunkt eines homogenen Ellipsoids fallt 
mit dem Centrum seiner Oberflache zusammen; der Massen- 
mittelpunkt eines homogenen Parallelepipedons liegt im Schnitt- 
punkt der Diagonalen-, der Massenmittelpunkt eines homogenen 
regelmassigen Polyeders liegt im Centrum der dem Polyeder 
einbeschriebenen Kugel. Mit Eiicksicht auf die Lehrsatze I 
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und III folgt ferner, dass der Mittelpunkt einer homogenen, 
liber eine Ebene derart vertheilten Masse, dass die Figur der 
Masse einen geometrischen Mittelpunkt hat, mit diesem Punkte 
zusammenfallt. Daher liegt der Mittelpunkt einer homogenen, 
iiber die Flaehe oder langs des Perimeters einer Ellipse ver- 
theilten Masse im Centrum derselben; der Mittelpunkt einer 
homogenen, liber die Flaehe oder langs des Perimeters eines 
Parallelogramms vertheilten Masse liegt im Schnittpunkt der 
Diagonalen ; der Mittelpunkt einer homogenen, iiber die Flaehe 
oder langs des Perimeters eines regelmassigen Polygons ver- 
theilten Masse liegt im Centrum des dem Polygon einbesehrie- 
nen Kreises. 

Lehrsatz IV. Der Mittelpunkt zweier Massen liegt auf der 
geraden Verbindungslinie der Mittelpunkte der einzelnen Massen 
und theilt deren Ahstand im umgekehrten Verhdltniss der Massen. 

Es sei M der Mittelpunkt der Masse m, ifef' der von m' 
und C der des Systems m -}- m\ Nach Lehrsatz II miissen 
die drei Punkte M, M\ C in einer Geraden liegen. Sind die 
Massen m und m' beide positiv, so ist nach Formel (1): 

m -{• m ^ m + w ' 

hieraus folgt: 

MC : MC=ni : m und MC+MG=MM\ 

Ist m positiv und m' negativ, dabei aber m > — m', so ist 
nach Formel (1): 

m -\' m ' m + wi ' 

daher: 

MC:M'C= - m':m und M'C- MC=:MM\ 

In beiden Fallen sind die Abstande MC und M'C den Ab- 
solutwerthen der Massen m und m' umgekehrt proportional. 
Im ersten Falle zeigt die Gleichung MC + M'C = MM', 
dass der Punkt C zwischen M und M' liegt, wahrend im zwei- 
ten die Gleichung MC—MC=MM beweist, dass der 
Punkt M zwischen C und M' liegt, d. h. dass der Mittel- 
punkt der grosseren Masse zwischen dem Mittelpunkte der 
kleineren und dem ihrer Differenz m + m' gelegen ist. 
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Folgerung 1. Sind die Massen m und m' positiv und 
gleich; so ist C die Mitte der Strecke MM'] ist aber 
m == — m\ so ist MC = c»; der Mittelpunkt zweier gleichen 
Massen von entgegengesetztem Vorzeichen liegt im Unend- 
lichen. Ueberhaupt sieht man aus Formel (1), dass a = oo 
wird, wenn 2Jm = ist. 

Folgerung 2, Denken wir uns das System der Massen 
w, m\ m" y ... in zwei Gruppen a und 6 getheilt, so dass 

a + 6 = m + m'4" ^'' + * * * ? ®9 s®i ^ ^^^ Massenmittel- 
punkt der Gruppe a, 5 der der Gruppe 6, endlich G der des 
ganzen Systems m, m', m", ... Nach Lehrsatz IV muss C 
auf der Geraden A^ liegen und AC : BC = h : a sein. Theilt 
man nun das System m, m\ m", . . . auf andere Weise in 
zwei Gruppen a und 6', deren Mittelpunkte A* und B' heissen 
mogen, so muss die Gerade A' 3' ebenfalls durch den Punkt 
C gehen. Die Bemerkung fiihrt zuweilen zu einer eiufachen 
graphischen Construction fur den Punkt C. 

14, Betspiele. 1) Miitelpvmkt eines Systems von drei Massen, deren 
einzelne Mittelpunkte nicht in einer Geraden liegen. 

Es seien a, b, c die drei Massen, deren Mittelpunkte Aj B, G die 

Ecken eines Dreiecks ABC (Fig. 3) bilden; wir ver- 

einigen diese Massen zu je zweien, und es sei A' 

der Mittelpunkt der Masse 6 + c, B' der von 

1^^-^^' c -{- a und C der von a + ^- Diese drei Punkte 

j^ ^g^^^^-"^"^ /^^^^ ^ miissen resp. auf den Seiten 50, CA, AB liegen, und 

die Geraden A A', BB\ CC miissen sich in dem 
Mittelpunkte O aller drei Massen a^ b, c schneiden. 

Zur Bestimmung der Abschnitte, welche die Punkte A\ B\ C auf 
den Seiten J5C, CA, AB bilden, hat man die Bedingungen: 

A'B :A'C=-^c:b, B' C i B' A =- a ic , C A i C'B^b :a, (a) 
aus denen sich der bekannte Satz des italienischen Geometers Ceva 
ergiebt : 

A'B .B'C . C'A=^ A'C.B'A . C B, 

SpecieUe Falle. a) Sind die Massen a^b, c positiv und einander 
gleich, so sind A\ B\ C die Mitten der Seiten BC, CA, AB; also 
liegt der Mittelpunkt von drei gleichen posUiven, in den Ecken cities Drei- 
ecks concentrirten Massen im Schnittpunkte der Verbindungslinien der 
Ecken mit den Mitten der gegenuberliegenden Seiten, 

b) Die Massen a, b, c seien den Seiten BC, CA, AB proportional, 
ed. h. sei: 

a:b: €== BC : CA: AB; 
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dann geben die Proportionen (a): 

A'B:A'C=AB:AC, B' GiB' A^^BCiBA, C'A:C'B = CA:CB; 

die Geraden AA'^ BB\ GC halbiren daher die Winkel A^ B , (7; in 
diesem Falle liegt also der Mittelpunkt des Systems der Massen a^ h^ c 
im Centram des dem Dreieck einbeschriebenen Kreises. 

2) MitUlpwnkt eines Systems von vier Meissen, deren Mittelpunkte 
die Ecken eines ebenen oder windschiefen Vierecks sind. 

Es seien (Fig. 4) a, h, c, d die Massen, welche das System bilden, 

j,j ^ und A, B, C, D die Ecken des ebenen Vierecks 

- oder des Tetraeders, welches die Mittelpunkte 

yv jener Massen bilden. Vereinigt man die Massen 

/ V\ zu zweien, bestimmt nach Lehrsatz IV die Mittel- 

/ \ /\ punkte E, F, G, H, J, K der Paare a + 6, 

y ^v^ «A^ >v a -^ c^ a •■{- d, & + c, & + <?, c -\- d und zieht 

^/ i/i _\i. die Geraden EK\ FI, GH, so miissen dieselben 

^^v/ v^^ / durch einen und denselben Punkt gehen, 
•^ ^^vV welcher der Mittelpunkt des ganzen Systems 

C a + & + c + ^ ^st. 

Specicdfalle, a) Sind die Massen a, 6, c, d gleich, so sind die 
Punkte E, F, G, H, I, K die Mitten der Kanten 

AB, AC, AD, BC, BB, CD; 

d. h.: Der Mittelptmkt eines Systems von vier gleichen Massen, deren 
Mittelptmkte die Ecken eines Vierecks sind, liegt im Schnittpvmkte der 
Verbindungslinien der Mitten der gegenuberliegenden Seiten des Vierecks, 
Dahei hcdbiren sich diese drei Geraden, wie leicht zu sehen, in ihrem 
Schnittpunkte. 1st das Viereck AB CD ein windschiefes, so sind A, B, C, D 
Tetraederecken, und der Mittelpunkt der vier gleichen Massen ist der 
Schnittpunkt der Verbindungslinien der Mitten der Gegenkanten. 

b) Es seien die Massen a, b, c, d den Fl3,cheninhalten der gegen- 
uberliegenden Seitenflachen des Tetraeders ABCD proportional, und 
zwar: 

a:b :c:d^ BCD : CD A : DAB : ABC. 
Dann muss der Mittelpunkt E der Masse a -{- b der Bedingung 

AEiBE^ CD A I BCD 

genugen. Bedeuten nun a und |3 die Abstande der Punkte A und B 
von der Ebene CDE, so wie a und |3' die Abstande der Punkte A und 
B von der Xante CD, so hat man 

AE : BE = a : ft und CD A : BCD = a : ft', 

folglich 

a : a' = ft : ft'. 

Das Verhaitniss a i a' ist aber gleich dem Sinus des Winkels der Ebenen 
CED und CAD, und ft : ft' gleich dem Sinus des Winkels der Ebenen 
CED und CBD; daher driickt die letzte Proportion die Gleichheit 
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dieser Sinus ans. Die Ebene CEB halbirt also den Fl&chenwinkel zwi- 
schen den Seitenfl^hen CBD und CAB. Da in dieser Ebene die 
Mittelpunkte der beiden ubrigen Massen c nnd d liegen, so muss auch 
der Mittelpunkt des ganzen Systems der vier gegebenen Massen in ibr 
liegen. 

Ber Mittelpunkt eines Systems von vier Meissen, deren Mittelpunkte 
in den Ecken eines Tetraeders liegen und die den gegeniiberliegenden 
Tetraederfldchen proportional sind, ist der Schnittpunkt der Halbirungs- 
ehenen der Fldchenwinkel an den Kanten des Tetraeders. Man uberzeugt 
sich leicht, dass dieser Jh^nkt das Centrum der dem Tetraeder einbeschrie' 
henen Kugel ist. 

15. Massmmittelpunkte eines Systems von homogenen ge- 
raden Streeken, 

Der Mittelpunkt einer homogenen geraden Strecke liegt 
in ihrer Mitte; daher lasst sich ein System von homogenen 
geraden Strecken durch das System der Punkte ersetzen, welche 
die Mitten der geraden Strecken sind und deren Massen den 
Massen der entsprechenden Strecken gleich sind. Haben die 
Massen aller Strecken dieselbe Dichtigkeit, so sind sie den 
Langen der Strecken proportional. 

Die im vorigen § dargelegten Regeln erlauben den Mittel- 
punkt eines Systems homogener Strecken graphisch zu be- 
stimmen. 

Mittelpunkt des homogenen Perimeters eines Breiecks. (Fig. 5). 

Die Mitten A\ B\ C der Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC 

sind die Mittelpunkte dieser Seiten. Der Mittel- 
punkt des Dreieckumfangs ist der Mittelpunkt 
eines Systems von drei den Seiten BC, CA, AB 
gleichen und in den Punkten A\ B\ C concen- 
trirten Massen, und da 

BCzAC: AB ^ B'C : A'C : A'B\ 

so sind die in den Ecken des Dreiecks A'B'C 
concentrirten Massen den gegenuberliegenden Sei- 
ten dieses Dreiecks proportional; mitbin liegt der Mittelpunkt des von 
diesen Massen gebildeten Systems im Centrum des diesem Dreieck ein- 
beschriebenen Ereises (s. § 14, 1. b.). Ber Mittdpwnkt eines homogenen 
Breieckumfangs liegt also im Centrum des Kreises, der dem aus den Seiten- 
mitten des gegebenen Breiecks gebildeten Breieck einbeschrieben ist. 

Es seien l^, l^f Isf - ' - In ^e Langen von n gegebenen 
Strecken, a^, ag, a^, ... «« ihre Dichtigkeiten, Xp, yp, Zp die 
geradlinigen Goordinaten des einen Endpunktes der Strecke 
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^py ^P7 Vpj h ^^^ ^^^ andern Endpunktes und mp die Masse 
der Strecke Ip'^ man hat dann 

lp=V{xp—XpY^'{yp-ypY'\-{zp-ZpY^''i{yp—y^ 

+ 2(^^ — 4) [Xp — x^) cos {zx) + 2 {xp — Xp) {yp — yp) cos {xy)f 

und mp = IpQp. Die Coordinaten ^p, rip, gp der Mitte von Ip 
sind bestimmt durch die Formeln: 

Hiermit ergeben sich nach Pormel (1) die Coordinaten des 
Mittelpunktes des ganzen Massensystems m^, ^2 , . . . m 
namlich: 



«> 



a 



^%^p 
2m^ ' 



Zm 



P = - 



pHl ., — — 



Zm. 



^ptp 



Fig. 6. 




16. Massenmiftelpunkt des Bogens einer ehenen Curve. 
Liegt die Curve mit alien ihren Punkten in einer Ebene, so 
liegt auch ihr Mittelpunkt in dieser Ebene (nach Lehrs. I, 
§. 14); mithin lasst sich die Lage dieses Punktes durch zwei 
geradlinige Coordinaten in Bezug auf zwei in dieser Ebene 

angenommene Axen Ox und Oy (Fig. 6) 
bestimmen. Es sei s ein im Punkte A be- 
ginnender und in M{x,y) endigender Bo- 
gen der Curve AB, q die Dichtigkeit der 
Curve im Punkte M, m die Masse der 

^i 1 ^ Strecke AB und a, j3 die Coordinaten ihres 

Mittelpunktes. Nach §. 13 ist nun: 

m =^fQdSj am =fQxds, fim ==fQyds. (5) 

Ist die Masse der Curve homogen, so ist die Dichtigkeit q 

constant und tritt vor das Integralzeichen ; 
dadurch wird: 

m = QS, as =fxds, fis =fyds, 

Beispiele. 1) Mittelpunkt eines homogenen 
Pardbelbogens. 

Es sei y^ = 2px die Gleichung der Parabel, 

bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 

X, Oy (Fig. 7), mit dem Ursprung im Schei- 

tel der Parabel. Die Axe Ox ist die Parabelaxe. 

Setzt man OM ^^ s. so findet man zunachst: 



Fig. 7. 
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S 



}j\y^ + i>'A dy - -^ (y + P-)^ + f log [^ + ^^; + ^^^ ]. 





dann folgt aus den Formeln (5): 



s 



«? 



folgUch wird: 





y 

-jj y (y' + p")^ ^y-^j^ ^y' + ^'> 





si- JL 



8 



s. 



3 ^ ' 



'^^Sp-.^^/'+P')*-!-,? 



3i3«^ ~-^^ 3s 



Fig. 8. 



Der Mittelpunkt G eines Bogens NM, der von einer zur Parabelaxe 
senkrechten Sehne unterspannt wird, liegt auf der Axe Ox, in einem 
Abstand gleich der eben gefundenen GrSsse a vom Scheitel der Parabel. 

2) Mittelpunkt eines homogenen Ellipsenhogens, Die Coordinatenaxen 

Ox, Oy mogen mit den Axen der Ellipse zu- 
sammenfallen (Fig. 8). Die Gleich ung der 
Ellipse sei 

a* "^ fe« 

und 8 = BM sei ein an der kleinen Axe be- 
ginnender Bogen. Dieser Bogen lasst sich 
durch ein elliptisches Integral der zweiten Gattung darstellen, namlich: 




8 







1 — k^ sin* (p . d(p, 



X 



wo A; = — Va* — fe* nnd sin op = — ist. 
a a 

Die Formeln (6) liefern: 

sa =s a* Jsin qp l/ 1 — k'^ sin^ (p , dtp. 



8 



|3 =3 ab JQ08 q? l/ 1 — k^ sin* cp . dtp. 





Fuhrt man die Integrationen aus und dividirt durch s, so folgt, wenn 
man 1 — k^ = k'^ setzt: 



a*)fe'* / 



I + k 



A:* sin* qp 4" ^ cos 



^) + is -.21 ""^ '^ y^-*'*^°' ''• 
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^ = — sin qp 1/ 1 — k^ sin* y + "SIT *^^ "^"^ (^ "^^^ 9)* 

S Z /C8 

Der Mittelpnnkt C eines Bogens MN, dessen Sehne anf der kleinen 
Axe B senkrecht steht; liegt auf dieser Axe , in einem Abstand CO = fi 
vom Centrum der Ellipse. 

Ist A: =B 0, so geht die Ellipse in einen Ereis fiber; dann ist 

p = — sin q>. 

Da der Bogen MN = 2s nnd seine Sehne gleich 2 a sin 9 ist, so ist 

_ a . Sehne MN ^ (^ __ Sehne MN 
"" Bogen MN a ~" Bogen MN ' 

folglich liegt der MittelpunJct eines homogenen Kreisbogens auf dem durch 
die Mitte des Bogens gehenden Badius in einem Abstande vom Centrum 
des KreiseSf der sich zum Badius verhdlt, wie die Ldnge der Sehne zur 
Ldnge des Bogens. 

Man bestimme ferner die Mittelpunkte des Bogens der Hyperbel, 
der Cycloide, der archimedischen und der logarithmischen Spirale. 

Beispiele fur die Mittelpunkte nicht homogener Linien. 
1) Mittelpufikt einer nicht homogenen geraden Streeke. 

Es sei s die Lange der ganzen Strecke, x der Abstand 
eines ihrer Punkte vom Anfangspunkt, Q = f{pc) die Dichtig- 
keit in diesem Punkte und a der Abstand des Mittelpunktes 
vom Anfangspunkte. 

Nach den Formeln (5) hat man: 



9 s 

= I f{x)dx, a = ^ixf{x)dx. 



m 



Es sei z. B. /"(a?) = a(6 + xY- Ist n nicht gleich — 1 , so wird: 

1st aber n = — 1, d. h. f{pS) =» a(6 +^) > so findet msm: 
m = a log ( 1 + -^V a = -^ — - 6. 

2) Es sei Y eine Function des Punk- 

tes M (Fig. 9) in einer Ebene, AB die 

Niveaulinie (F), die durch diesen Punkt 

s geht, A'B' die ihr unendlich nahe Ni- 

Js veaulinie ( F+ d Y) fiir d Y> 0; P= MN 
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der Differentialparameter der Function F, M' sein Schnitt- 
pnnkt mit A' B'\ A' und B' diejenigen Lagen von M\ welche 
den Lagen ^ und 5 von M entsprechen; s die Lange des 
Bogens AM. 

Man kann nun den unendlich schmalen Flachenstreifen, 
der zwischen den Curven AB und A' B' und den Geraden AA' 
und BB' liegt, als Masse einer Linie ansehen, deren Dichtig- 
keit proportional der Breite MM' ist Bei Vernachlassigung 
unendlich kleiner Grossen hoherer Ordnung kann man P = 

^, also MM = -p- setzen. Da aber dV auf der ganzen 



MM' ' ^^^ ^^ P 

Strecke AB constant ist, so ist die Dichtigkeit q dieser Linie 
dem Differentialparameter P umgekehrt proportional; wird 
also die Lage des Punktes M durch geradlinige Coordinaten 
bestimmt^ so hat man nach den Formeln (5): 

'yds 



/ds rxds a rds A 



Es seien z. B. X nnd ft die elliptischen Coordinaten des Punktes M 
(s. Ejinematik Seite 119 nnd 171) und V =■ I. Dann ist AB die L3,nge 
des Bogens der Ellipse (X), welcher in dem einem gewissen Werthe 
ft =» fio entsprechenden Punkte A anfSjigt. Es ist: 



also: 

fit 

I -^= I = — 7== arc sin I -^ ) — arc sin ^ + 

xds r (X* — ft*) IfLdit 



^ .7 c yi} — c* V c* — ft* 

/Mo 



c VZ*— c* I - (i* - ,A«)|/c* - ^« 3 L J J 

Nach diesen Formeln erh^lt man fur den Ellipsenqnadranten : 



4tX (3Z«^2c*) 4 (3Z* — c*) l/X* — c* 

" "" 3« (2X* — c*) ' '^ "■ 3 jr (2Z* — c*) 

Somoff, Mechanik. H. 3 
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ly. MassenmiUelpunht des Bogms einer dqppelt gekriimm^ 
ten Curve. 

Es sei ds das Differential des Bogens s; x, y, die ge- 
radlinigen Coordinaten seines Endpunktes, q die Dichtigkeit 
des Bogens in diesem Punkte, m die Masse des ganzen Bo- 
gens und a, Pj y die Coordinaten des Massenmittelpunktes. 
Es ist dann: 

m =fQdSyttm =fQxdSj Pm =fQydSj ym = fQzds^ 

Gesetzt z. B., s sei der Bogen einer Schraubenlinie auf einem ge- 
raden Kreiscylinder, dessen Axe die z-K'kq des Coordinatensy stems ist; 
der Ursprung sei der Mittellpunkt der Basis. Bezeichnet B den Radius 
der Basis und h die GanghShe der Schraube, so sind die Gleichungen 
der Schraubenlinie: 



X = B cos 
daber wird 



z 



ds = y/t* + 4:n'B^ ~, s =- ^Yh^ + 4:7c^B^ Cdz = ^y ^« + 4.n^B^ , 



z z z 





also, wenn die Dichtigkeit q constant ist: 

hy ^ h(B ~ x) z 

27cz'^ 2nz '^ 2 

Fiir den vierten Theil eines voUen Schraubenumgaoges hat man 

z ==: — h, ir=:0, y = B 

zu setzen, womit sich ergiebt: 

2JB - 2JB 1 , 

Man bestimme ferner die Mittelpunkte der folgenden Curven: 
1) der Kriimmungslinie auf einem Ellipsoid, 2) der Schnitt- 
curve eines Ellipsoids mit einer concentrischen Kugel und 
3) derjenigen Curve, in welche sich die letztere bei der Trans- 
formation vermittelst reeiproker Radienveetoren verwandelt 
(vgl. Kinematik Seite 160—162). 

18. Coordinaten des Massenmittelpunktes eines ebenen Fid- 
chenraumes, 

Man denke sich in einer gegebenen Ebene einen von irgend 
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welchen Linien begrenzten Flachenraum S] die Punkte des- 
selben seien durch geradlinige Coordinaten x, y auf die in der 
Ebene liegenden und den Winkel 0* einschliessenden Axen Orr, 
Oy bezogen. Es sei ferner q die Dichtigkeit der Masse des 
Flachenraumes im Punkte {x, y\ m die Masse der ganzen 
Flache S und a, fi die Coordinaten ihres Mittelpunktes. Theilt 
man nun diesen Flachenraum durch Parallele zu den Goordi- 
natenaxen in Elemente dS von zwei unendlich kleinen Dimen- 
sionen, so ist dS = sin d'dxdy] folglich wird 

m = sin d'fgdxdy, 
ma = sin %'fxQdxdy, mfi = sin d'fyQdxdy, (6) 

wobei die Integration sich iiber die ganze Flache S erstrecken 
muss. Nach den Formeln (7) und (8) in § 5 lasst sich diese 
Integration auf eine iiber die Begrenzung s der Flache S.aus- 
zudehnende Integration zuriickfuhren. Ist die Flache homogen, 
so ist Q eine Gonstante^ und die Ausdriicke (6) nehmen die 
Gestalt an: 

iS = sin d'fdxdy^ Sa = sin d'fxdxdy, Sp = sin d'fydxdy, (7) 

Diese Integrale gehen nach Formel (9) § 5 in die folgenden 
liber: 

S =fy cos (ny) ds, Sa =fxy cos (ny) dSjSp = ^ fy^ cos (ny)ds ; (8) 

hierin bedeutet n die Richtung der ausseren Normale der Be- 
grenzung s der gegebenen Flache in einem beliebigen Punkte 
und ds das diesem Punkte entsprechende Element der Be- 
grenzung. 

Bei Anwendung dieser Formeln auf einen speciellen Fall 
hat man zuerst zu untersuchen, aus welchen Linien die Be- 
grenzung s zusammengesetzt ist; man muss dann die durch 
verschiedene Gleichungen gegebenen Theile der Begrenzung 
bestimmeu; sowie die Theile, welche zwar durch eine einzige 
Gleichung gegeben sind, in denen aber Punkte vorkommen, fiir 
die cos (ny) sein Zeichen wechselt. Dann bestimmt man fiir 
jeden Theil der Begrenzung die entsprechenden Theile der 
Integrale (8), driickt mit Hilfe der Gleichung des betreflfenden 
Theiles der Begrenzung die Ordinate y als Function der Ab- 
scisse X aus und setzt cos (ny)ds = ^sin d'dx] dabei gilt das 



- 36 -- 

Zeichen — fur den Pall, dass die im Sinne der positiven y 
gerichtete Coordinatenlinie (a?) durch die Punkte des betreffen- 
den Theiles der Begrenzung in die Flache S eintritt, das 
Zeichen -)" dagegen, wenn sie aus derselben austritt. 

Die Flache S sei z. B. begrenzt durch die Axe Ore, die 

beiden Ordinaten GA und BB (Fig. 10) 
und eine Linie (72), deren Gleichung y = 
f{x) ist. Die dem Theile AB der Be- 
grenzung entsprechenden Elemente der In- 
tegrale (8) sind gleich Null; denn fiir alle 
Punkte dieses Theiles ist y = 0. Die den 
Theilen AG und BB der Begrenzung ent- 
'^' sprechenden Elemente sind ebenfalls gleich 

Null; denn fiir alle Punkte dieser Linien ist cos (ny) gleich 
Null. Es bleiben daher in den Integralen (8) nur diejenigen 
Bestandtheile, die sich auf die Linie GB beziehen. Dabei ist 
y = f{x) und cos {ny)ds = ^sm%'dx zu setzen, und zwar 
niit dem Zeichen +, wenn y>0, mit — , wenn y<0 ist. 
Ist z. B. y > far alle Punkte der Linie GB und sind Xq und 
X die Abscissen der aussersten Punkte G und D, so wird: 




X 



S = sin d'Jf(x)dx , 



sc sc sc 



aff(x)dx =Jxf{x)dx, fiff(x)dx = if[fix)fdx. (9) 



Xq Xq Xq Xq 



Gesetzt, die Axe Ox sei ein Durchmesser der Curve 
GBG'B' und die Flache 8 sei von zwei diesem Durchmesser 
conjugirten Sehnen GG' und BB', sowie von den Curven- 
bogen GB und CD' begrenzt. In diesem Falle verschwinden 
die auf die Sehnen GC und BB' beziiglichen Bestandtheile 
der Integrale (8). Die dann in S und Sa iibrig bleibenden 
Theile sind paarweise gleich mit gleichen Vorzeichen, wahrend 
die in S§ iibrigbleibenden Theile paarweise gleich, aber mit 
entgegengesetzten Vorzeichen behaftet sind; denn jedem Ele- 
mente y^ sin %'dx auf der Linie GB entspricht ein Element 
— y^ sin %'dx auf der Linie G' B\ Daher geben die Formeln 
(8) im vorliegenden Falle: 
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5 = 2siii %'Jf{x)dXy Sa = 2 sin d'Jxf{x)dx, p = 0. (10) 



Xo 



Hieraus ist ersichtlich, dass der Mittelpunkt der Flaclie 
CD IXC auf dem Durchmesser Ox liegt und die Abscisse 

X 

Jxf{x)dx 



a 



«0 



ff{x)dx 




hat, d. h. dieselbe wie fiir die Flache ABDG. 

Beispiek, 1) Mittelpunki einea PardbeUegments. 

Es sei Ox ein Durchmesser der Parabel MOM' (Fig. 11), Of/ die 

Tangente der Parabel ini Punkte 0, MM' eine 
ZM Ox coiyugirte Sehne und y^ =, 2px die Glei- 
chung der Parabel. Setzt man x =« OPy /S= 0PM, 
80 wird nach den Formeln (8): 

5 = fa:ysin^, a = |a;, (5=»|2/- 
Die erste Formel zeigt, dass die Fl3iche OMP 
gleich ^ des Parallelogramms 0PM Q ist, das 
von der Abscisse und Ordinate gebildet wird. 

Die Flache MM'O ist gleich | des fiber 
der Sehne MM' und der Abscisse OP errich- 
teten Parallelogramms. Der Mittelpunkt dieser Flache liegt auf dem 
Diameter Ore in einer Entfemung gleich i OP von 0. Der Ausdruck 
fObr den Fl3.cheninhalt des Parabelsegments und die Lage seines Massen- 
mittelpunktes sind schon von Archimedes*) gefunden worden. 

2) Mittelpunkt eines eUiptischen Segments, 

Es seien Ox und Oy (Fig. 12) con- 
jugirte Durchmesser einer Ellipse, also 
deren Gleichung: 

:: u 

b' 

MM' sei eine zu Ox conjugirte Sehne 
und OP=^x, Fiir die zwischen dem 
Halbmesser OB und der halben Sehne 
PM eingeschlossene Flache OP MB 
ergiebt sich aus den Formeln (8): 




a» ^ ^* 



*) Oeuvres d^Archimede, tradnites litt^ralement avec un commen- 
taire, par F. Peyrard. Paris 1844: De la quadrature de la parabole. 
De r^quilibre des plans ou de leurs centres de gravity. 
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S = sin*[§arcBin(^)+f]. 



a = 



2a«(63^ y^ 



,P 



6* (3 a* a; — x^ 



36* aft arc sin I -^ J + ^2/ 3a* o& arc sin I — ) + ^y 

F(ir den Ellipeenquadranten BOA findet man: 

o = -r- oo Sin ^ , a == — — , p == ■— -. 
Fur das Segment ilf J.-M' ergiebt sich aus den Formeln (10): 

MAM' = sin ^ aft arc cos ( — | — ocy\, 



8«<3 



a = 



2a^y 



3 5* ab arc cos ( — | — xy\ 



, p = o. 



Um hiervon auf das Kreissegment iiberzugehen, hat man -d" = 90® 
nnd b = a z\\ setzen. So ergiebt sich fiir das Segment MAM' eines 
Kreises vom Radius a, wenn man -^ 3I0A = (p setzt: 



MAM' = a* [9 — Y ®^° ^^1 ' 



3 



a 



sin** qp 



Fiir den Halbkreis wird a = — -. 



2 

3 qp — ^ sm 29 

4a 



Fig. 13. 



3) Mittelpunkt der Trapezfldche und der DreiecksfldcJie, 

In dem Trapez CBD'C (Fig. 13) seien CC 
und DD' die parallelen Seiten. Nimmt man als 
ic-Axe die Verbindungslinie der Mitten und A 
^f- ,i^ dieser Seiten, als y-Axe die Seite GC und setzt 

00= a, AD=^b, OA=^h, 

-X so ist die Gleichung der Geraden CD : 

. b — a 

Die Formeln (10) geben dann: 
^(26 + a) 




a 



,P 



0. 



3(a + b) 
Ist J der Mittelpunkt des Trapezes^ so ist also 

m AT I. M2a + &) 

' 3(a + b) * 

OJ:^I= 26 + a: 2a + 6. 



und folglich: 
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Fur das Dreieck ODD' hat man a =* zu setzen; dann wird 
a = ^h. Der Mittelpunkt dner DreiecJcsfldche liegt also auf jeder der Ver- 
hindwngslinien einer Ecke mit der Mitte der gegenuberliegenden Seite in 
einem Abstande von der Ecke gleich f des Ahstandes dieaer Ecke von der 
Mitte der Gegenseite. 

Der Mittelpunkt der Dreiecksfldche fdllt mit dem Mittelpunkte dreier 
gleicher, in den Eckptmkten concentrirter Massen zusammen, 

Nimmt man namlich an, die Pankte 0, D, D' seien die Mittel- 
punkte dreier gleicher Massen, so ist A der Mittelpunkt der zwei Massen, 
deren Mittelpunkte D und D' sind; daher muss der Mittelpunkt aller 
drei Massen auf der Geraden OA liegen; da aber der Punkt I die 
Strecke OA im Yerh&ltniss 01 : I A =* 2 : 1, d. h* im umgekehrten 
yerh3.1tni8s der Massen, deren Mittelpunkte und A sind, theilt, so ist 
I der Mittelpunkt dieser Massen. 

Um den Mittelpunkt der Masse eines beliebigen homogenen Poly- 
gons zu bestimmen, zerlegt man es in Dreiecke oder Trapeze und be- 
stimmt die Mittelpunkte dieser einzelnen Theile. Dann ergeben sich 
die Mittelpunktscoordinaten des ganzen Polygons nach den allgemeinen, 
fur ein Massensystem geltenden Regeln. In derselben Weise kann man 
den Massenmittelpunkt der OberflS^che eines beliebigen homogenen Po- 
lyeders bestimmen. 

Um den Mittelpunkt der Flache eines beliebigen Yierecks ABGD 

(Fig. 14) graphisch zu bestimmen, theilt 

* man es durch eine Diagonale AG m die 

ji^ Dreiecke ABC und AGD^ bestimmt 

/j V\ die Mittelpunkte E und F dieser Drei- 

//! \\. ecke und zieht die Gerade EF\ dann 

/ / i \ N. theilt man das, Viereck ABGD durch 

A^^-4 j^ .--v\ die Diagonale 52) in die Dreiecke ABD 

/ \/ }^'"^f^\./ \ und GBD, bestimmt die Mittelpunkte 

/ ,^j\~'] — r'~ir^~^^- ,,\ ^ und H dieser Dreiecke und zieht die 

^s^""j::y{-"\^-\- "---^^ Gerade GH, Der Mittelpunkt des Vier- 

\J,_SA'-r'-^::''\'''^^^^^ ^^^^ ^^^ d®^ Schnittpunkt der Geraden 

\^\ /^^..^^^^^^^^ ^^ ^^^ ^^' 2^^ Bestimmurig der 

N;^^'-^''^ Punkte E, F, G, H braucht man die 

Diagonalen AG und BD nicht wirklich 
zu Ziehen; man kann sie als Schnittpunkte der Verbindungslinien der 
Eckpunkte mifc den Seitenmitten bestimmen. 

Um den Mittelpunkt eines beliebigen Fiinfecks zu finden, theilt man 
dasselbe durch eine Diagonale in ein Viereck und ein Dreieck, bestimmt 
die Mittelpunkte dieser Flachen und zieht durch die gefundenen Punkte 
eine Gerade. Dann wiederholt man dieselbe Construction, indem man 
das Fiinfeck durch eine andere Diagonale in ein Viereck und ein Dreieck 
theilt. Im Schnittpunkte der beiden so erhaltenen Geraden ergiebt sich 
der Mittelpunkt des Fiinfecks, Diese Methode lasst sich auf jedes be- 
liebige Polygon ausdehnen. 
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Um den Mittelpunkt des Mantels einer Pyramide zu finden, be- 
stimmt man den Mittelpnnkt jeder der dreiseitigen Seitenflachen und 
dann den Mittelpunkt des Systems der so erhaltenen Pnnkte, indem 
man die Massen dieser Punkte den FlachenrHamen der entspreehenden 
SeitenflSrChen gleich setzt. Man ilberzeugt sich leicht, dass alle diese 
Punkte in einer Ebene liegen, die von der Spitze der Pyramide um J 
der Hdhe derselben absteht. 

1st die Pyramide regulS.r, so fallt ihr Mittelpunkt mit dem des Pe- 
rimeters desjenigen Polygons zusammen, welches man als Schnitt der 
Mantelfl^che mit jener Ebene erh3,lt. Denn die Seitenfl§,chen sind den 
Seiten dieses Polygons proportional und ihre Mittelpunkte liegen in den 
Seitenmitten. p 

In 3.]inlicher Weise l^sst sicli auch leicbt der Mittelpunkt des Man- 
tels einer parallel der Basis abgeschnittenen Pyramide finden. 

19. Bezeichnet man mit x und y die rechtwinkligen ge- 

radlinigen Cgordinaten eines beliebigen Punktes M. in einem 

ebenen Flachenraume 5, mit a und /3 die Coordinaten des Mit- 

telpunktes der ganzen Flache S^ bezogen auf die in der Ebene 

von 8 liegenden Axen Ox und Oy, sind ferner OM=r und 

^ MOx = (p die Polarcoordinaten des Punktes M, so ergiebt 

sich, wenn man die Flachen S durch die Coordinatenlinien 

if) und (g?) in Elemente von zwei unendlich kleinen Dimen- 

sionen theilt, fiir das Element dS der Ausdruck r drdg)] also 

wird: 

S =frdrdq), 
Sa =fxrdrdg) =fr^ cos fpdrdtp^ 
Sp =fyrdrd(p =fif^ sin (pdrdg), 

wobei die Integration sich fiber die ganze Flache S zu er- 
strecken hat. Nach Formel (10) § 5 lassen sich diese Integrate 
in die folgenden umformen: 

S = ^fr cos {nr)ds, (11) 

Sa = i/r^ cos tp cos {nr)ds, Sp = ^ff^ sin 9 cos (nr)ds, 

die fiber die ganze Begrenzung s der Flache S auszudehnen 
sind. 

Liegt der Pol innerhalb der Flache S oder auf deren 
Begrenzung 5, so hat der auf ihn beziigliche Theil der Inte- 
grale (11) die Form — F {Oj(p)dq)\ dieser Theil verschwindet 
aber, weil die Function JP(r, 9?) hier den Factor r enthalt, also 
fur r = verschwindet. 
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Fig. 15. 



Gesetzt^ die Flache S sei ein Sector, der von den beiden 
Radienvectoren OA und OB und vdn der Curve AB begrenzt 

ist; die Gleichung der Curve sei r = f(g)). 
Die auf die Radienvectoren OA und OB 
beziiglichen Theile der Integrale (11) ver- 
schwinden, weil fiir sie cos (nr) = ist. 
Folglich bleibt nur der auf die Curve AB 
bezGgliche Theil librig. Far die Punkte 
dieses Theils ist 

— cos (nr) = dq) , 

und zwar mit positivem Vorzeichen, weil die Radienvectoren 
in alien Punkten der Curve AB aus der Flache S austreten. 
Bezeichnet man also die Winkel AOx und BOx mit g)^ 
und (fy so ist 




S 



= — I r^dg), Scc^— I r^ cos q)dq>, Sfi = j I r^smg)dg), (12) 



(po 



(po *Po 

wo r = f(g)) zu setzen ist. 

Beispiel. Mittelpunkt eines Kreissectors. 

Es sei (Fig. 16) OA =^ r der Radius des Ereises, A OB der Kreis- 
sector, G die Mitte des Bogens AB und '^ COB ssa (p. Nach den For- 
meln (12) ergiebt sicli: 

2r sin <p 



iSfa=r*y, a 



d(p 



§ 



0. 



Fig. 16. 



AuB dem Ausdrucke ftir a sieht man leicht, dass der Mittelpunkt des 

Sectors mit dem Mittelpunkte eines um mit 
einem Radius gleich ^r beschriebenen Bogens 
, ^^ A' B' zusammenfdllt. 

Man bestimme femer den Mittelpunkt eines 
Sectors, wenn der Bogen AB eine archimedische 
^ Oder logarithmische Spirale ist. 

20. Coordinaten des Mittdpunkts einer 
uber eine Jcrumme Flache S vertheilten 
Masse. 
Ein beliebiger Punkt der Flache S sei durch rechtwink- 
lige geradlinige Coordinaten x^ y, in Bezug auf die Axen 
Ox, Oy, Oz bestimmt; q sei die Dichtigkeit in jenem Punkte 
und a, /3, y die Coordinaten des Mittelpunkts der Flache S. 
Zur Bestimmung dieser Coordinaten hat man die Formeln 
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a=lJxQdS, ^='^JyQdS, Y = ^JiSQd8, (13) 

worin m =fQdS die Masse der Flache S bedeutet. Ist diese 
Masse homogen, so gehen die Formelu in die folgenden liber: 

a = ^JxdS, P = ^Jyd8, Y = ^Jed8. (14) 

Beispiel, Mittelpunkt eines beliehigen Theiles einer Kugelfldche. 

Ist S ein Stuck einer Eugelfl^che yom Radius r und sind die Axen 
Ox, Oy, Oz rechtwinklig, so lassen sich das Element dS und die Coordi- 
naten x, y, z in Polarcoordinaten, n3.mliclL dem Radiusvector OM s= r, 
dem Winkel zOM =» qi und dem Flachenwinkel i/>, den die Ebene zOM 
mit der Ebene zOx bildet, durcb die folgenden Formeln ausdrucken: 

dS == r* sin q)dq>dip, (s. § 4) 
a; = r sin qp cos -^ , y = r sin y sin i^ , z =^ r cos y ; 

folglich wird: 

S = r* fsin (pdqtd'^)^ 

a = -^ j sin* q> cos ipdfpdfp, 
P = -^ I sin* tp sin ipdtpd'tfff 
7 =» -^ I cos qp sin q>dq)dtlj. 



-if 



Nach Formel (8) § 5 lassen sich diese Integrale in solche verwan- 
deln, die sich iiber die Begrenzung 8 der Flache S erstrecken. AU- 
gemein hat man nS,mlich 

/V(9, rp)dq>d^ = Cf^v, f) ^-^^^ ds, (16) 

WO 

/•/„ ^^ SF(^,,ip) 

^(•P-*) 7J^ ' 

n die die Kugelflache beriihrende aussere Normale der Begrenzung s 
und a^ die Richtung des die Coordinatenlinie {fp) beruhrenden Para- 
meters der Coordinate tp ist. Man hat nun mit Hilfe der Gleichungen 
der Begrenzung q> als Function von if) auszudrucken und 

cos (na.)ds , , 
r Bin tp — 

zu setzen; dabei gilt das Zeichen — fur den Fall, dass ein Punkt, 
welcher die im Sinne von z^g? > gerichtete Coordinatenlinie (i^) be- 
schreibt, in die Begrenzung der Flache S eintritt, wahrend das Zeichen 
4" einem Austritt entspricht. 

Befindet sich der Schnittpunkt A der Axe Oz mit der Kugelfi^he 
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Fig. 17. 



innerhalb der Flache S oder auf ihrer Begrenzung, bo enth^lt das Inte- 
gral (16) einen auf diesen Punkt bezflglichen Theil 

-/F(0, ip)dxp, 

in welchem die Integration sich uber alle Werthe erstreckt, welche die 

Coordinate tj) im Punkte A hat. 

Wenden wir znm Beispiel (Fig. 17) die Pormeln (16) auf denjenigen 

Theil der Kugelflllche an, welcher 
von einem Quadranten AB des in 
der Ebene zOx liegenden grdssten 
Ereises und von der Schnittcurve 
AMB der Kugel mit einem Cylinder 
begrenzt ist, dessen Erzeugende par- 
allel Oz und deesen Basis ein Halb- 
kreis OFB vom Durchmesser OB 
-^ gleich dem Eugelradius ist. Die auf 
den Kreisbogen A B bezflglichen Ele- 
mente des Integrals (16) verschwin- 
den; denn hier ist cos {na^ = 0; fiir 
die Elemente der Curve AMB ist 




cos i^na^ds 



d'tjf 



r sin q> 

zu setzen. Ist P die Projection eines auf der Curve AMB liegenden 
Punktes M auf die Ebene xOy und zieht man die Geraden MP, OP, 
PBy SO sind 0PM und OPB zwei congruente rechtwinklige Dreiecke; 
daher ist 

<^ MOP = <^ BOP = t, d. h. 9 = -^ — i/». 

Mithin ist fiir alle Punkte der Curve AMB: 



F(y,'^)=:F(|--'^, ^). 



Wendet man mit Beachtung hiervon die Formel (16) auf die Integrale 
(15) an, so ergiebt sich: 



7t 



n 



S 



[/- 



sin i/;)(^t^ 




Y 



+ Jd«] =. r' (-J - l) . ' 





a 







ft 
T 



'' = §^J (f - V- - Bin t/, cos 1/,) sin ^d V- = ^ (f - y) , 







•^— ~crr ~~~ 



n 
T 






2S^ 



Die Grdsse des Theils der Eugelflache, welcher von dem vollsi&ndigen 
Cylinder, dessen Basis der ganze Ereis vom Durchmesser OB ist, ein- 
geschlossen wird, ist 

2S = nr^ — 2f*, 

also gleich der Differenz einer Ereisflache vom Radius r and des in 
diesen Ereis einbeschriebenen Quadrats. Subtrahirt man also SS yon 
der Oberflache ^nr^ der ganzen Eagel, so bleibt der Rest 8r', der sich 
in ein Quadrat yerwandeln ISrSst. 

Die Frage uber die Qnadratur eines solchen Theiles der Eugelober- 
fl^he wurde von dem Geometer Viviani im Jahre 1692 gestellt und 
von ihm durch geometrische Construction geldst. Leibnitz loste die 
Aufgabe vermittelst der Integralrechnung. 

21. Die letzte der Formeln (15) lasst sich in der Form 
darstellen 



y = -^ I cos (fdSy 



wo cos q>dS die Projection des Elements dS auf die Ebene 
xOy ist. Bezeichnet man mit 5, die Summe der Projectionen 
aller solchen Elemente, d. h. die Projection der ganzen Flache 
S auf die Ebene xOy^ so ist 

Jcos (pdS = S„ 

also y = -o- Oder S : Sg = r : y, d. h. jeder beliebige Thetl 

einer Kugelflache verhdlt sich m seiner orthogonalen Projection 
auf eine durch den KugelmittelpunJct gehende Ebene, wie der 
Kugelradius zu dem Ahstand des Massenmittelpunkts der pro- 
jicirten Flache von der Projedionsehene*) 

Denken wir uns durch den Kugelmittelpunkt unter einem 
Winkel a gegen die Ebene xOy eine beliebige Ebene P ge- 
legt; es sei S' die Schnittflache dieser Ebene mit dem die 
Flache S auf die Ebene xOy projicirenden Cylinder. Da S 
und 5' eine gemeinsame Projection in der Ebene xOy haben^ 
so ist 

Sg = 8' cos a; 

*) Giulio, Journal de Liouville. T. IV. 
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folglich ist: 

rS' COB a 

V s 

Bedeutet femer y' die Lange des vom Massenmittelpunkte der 
Flache S auf die Ebene P gefallten und bis zum Schuitt mit 
der Ebene xOy verlangerten Perpendikels, so ist y = y cos a; 

folglich y' == -g- oder: 

8: S' =riy\ 

d. h. ein ieliebiger Theil einer Kugelfldche verhalt sich m seiner 

schiefmMigen Projection auf eine gegehene, durch den Kugel- 

mittelpu/nkt gehende Ebene, tvie der Kugelradim m der Ldnge 

der vom MassenmittelpunJcte der Flache auf die Projectionsebene 

gefdllien und bis mnt Schnitt mit derjenigen Ebene verlangerten 

Senkrechten, welche durch den Kugelmittelpunkt geht und auf den 

projicirenden Geraden senkrecht steht*) 

Dieser Satz^ der den vorhergehen^en als Specialfall in 

sich enthalt^ kann zur Bestimmang der Massenmittelpunkte 

vieler spharischer Figuren dienen. 

Beispiele. 1) Massenmittelpunkt eines sphdrischen Dreiecks. 

Es sei S die FlOche eines spharischen Dreiecks ABC {Fig. 18); A, B, C 

seine Winkel; a, t, c die diesen Winkeln gegen- 

Fig. 18. fiterliegenden Seiten; a, |J, y die Abst^de des 

^ Mittelpunkts der Fl9>clie S yon den Ebenen der die 

>^^[vv Seiten des Dreiecks enthaltenden grOssten Ereise. 

y^ j \ \ Die Projection der Flache S anf die die Seite a 

^-^---i. r----v)i^ enthaltende Ebene BOC ist gleich dem Kreissector 

^\,^, / y BOCy vermindert um die Projectionen der Sectoren 

ij^ AOB und AOC auf dieselbe Ebene; folglich ist 

sie gleich 

t* * It 

(a — 6 cos C — c cos B) 



2 ^ ' 180 

FGr den Fl'dcheninhalt S des Dreiecks gilt aber^ wie bekannt, die 
Formel : 

mithin ergiebt sich nach dem ersten der obigen S^tze: 

r(a — b cos C — c cos B) 



a = 



2(^ + 5 + C— 180<>) 



*) Schellbach in Crelle's Journal, Bd. 45 (1863). 
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Ebenso erhalt man: 

__ f (& — a COB C — c COS A) r{c — a cos B — h cos A) 

2(A + B + C - 180°) ' ^ "" 2(^ + 5 + — 180") ' 

dabei sind die Winkel und Seiten des Dreiecks in Graden auszadriicken. 

Man kann die Sectorenfiache BOG ansehen als schiefwinklige Pro- 
jection des spharischen Dreiecks ABC auf die Ebene BOC durch Pro- 
jicirende, die dem Radius OA parallel laufen; ferner die Sectorenfiache 
AOC als Projection von S auf die Ebene AOC durch Projicirende 
parallel dem Radius OA; und endlich den Sector A OB als Projection 
von S auf die Ebene AOB durch Projicirende parallel OC. Bezeichnet 
man also mit a\ §', y' die vom Mittelpunkt der Fiache ABC auf die 
Seitenfl3,chen des Tetraeders OABC gefallten und bis zum Schnitt mit 
den auf den Eanten AO^ OB, OC senkrechten Ebenen verlangerten 
Perpendikel, so folgt aus dem zweiten der in diesem § bewiesenen. 
Satze: 

, ra 

^ ""2(-4 + JB + 0— 180°)' 

«/ rh , re 



2{^ + J5 + C— 180°)' ' 2(^ + 5 + C— 180°) 

Man erkennt leicht, dass a', ^\ y' die geradlinigen Coordinaten des 
Mittelpunkts der Fiache des sphSiischen Dreiecks ABC beziiglich dreier 
Axen sind, die vom Kugelmittelpunkt als Ursprung nach den Polen der 
Dreiecksseiten gehen. 

2) Massenmittelpunkt der Oberfldche eines spharischen Segments, 
Der Mittelpunkt der Flache eines durch eine beliebige Ebene ab- 
geschnittenen spharischen Segments liegt offenbar auf dem vom Kugel- 
mittelpunkt auf diese Ebene gefallten Perpendikel. Sein Abstand y vom 
Kugelmittelpunkt muss sich zum Kugelradius verhalten , wie der Flachen- 
inhalt des Schnittkreises zur Oberfl3,che des Segments. 1st also h die 
H5he des Segments, so hat man 

y : jB = 7ch{2B — h) : 2«Bh, 
woraus folgt: 

d. h. der Massenmittelptmkt der Flache eines spharischen Segments liegt 
in der Mitte seiner Hohe, 

Ebenso I3,sst sich mit Hilfe des ersten Satzes dieses § beweisen , dass 
der Mittelpunkt einer zwischen zwei Parallelebenen liegenden Kugelzone 
gUichfalls in der Mitte ihrer Hohe liegt. 

22. Sind die Punkte der gegebenen Flache S durch irgend 
welche drei Coordinaten g^, g2> fi's hestimmt, zwischen denen 
eine Gleichung f{q^, q^, q^) = besteht, so gilt (vergl. § 4) 
fiir das Flachenelement die Formel 
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worin 

± 1 



ist und jd und ^' die in Cap. VIII der Kinematik aiigegebenen 
Bedeutungen haben, wahrend P den Differentialparameter der 
Function f(qi, q^y Jg) bezeichnet. Um nun die Masse der Flache 
und ihre Mittelpunktscoordinaten zu bestimmen hat man diesen 
Ausdruck fiir dS in die Fonneln (13) § 20 einzusetzen; dann 
driickt man alle unter dem Integralzeichen stehenden Grossen 
als Functionen von zwei Coordinaten q^ und q^ mit Hilfe der 

Gleichung der Flache /"(ji, fe; fl's) =^ ^ ^^^ ^^^ integrirt nach 
diesen beiden Variablen. 

Specielle Falle. 1) Gesetzt, es seien q^, q^y fe die Coordi- 
naten Xy xfy z in einem geradlinigen^ rechtwinkligen System, 
so dass q^ = ^j q^'^ Vj q^=' ^ ist. In diesem Falle ist: o = 1, 

dyj 
also: 

''«-±i?[(^D■+(l-D'+(|-o^*...,. 

1st die Gleichung der Flache von der Form z — F(x, y) = 0, 
so wird: 

df ^ dF{x,y) ^ dz ^^_dz_ ^^j 
dx dx dx^ dy dy^ dz 

Setzt man also g— == jp, -^ = Q.} so ist: 



^-m+m'+m. (-*Ki..a:u) 



dS = yi+i)* + a* . dxdy, 

s = jyi +7«"4r^ . dxdy, 

a = -^ jxyi +i)* + 2*. dxdy, 
y = 1^ r« yi + 1)* + 2* . da;dy ; 
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die Integrationen erstrecken sich dabei fiber den ebenen Flachen- 
raum, welchen die Projection von S auf die Ebene xOy bildet. 
Es sei z. B. S ein Flachenraum in einer Ebene 

jgf a= aa; + 6y + ^• 
In diesem Falle ist jp = a, q = i, 



yi +P^ + a^ = 1/1 + a^ + 6^ 

Diese Grosse ist die Secante des Neigungswinkels der gegebenen 
Ebene gegen die Ebene xOy^ wenn man also diesen Winkel 
mit a und die Projection von S auf die Ebene xOy mit S' 
bezeichnet, so wird: 

S = sec ajdxdy = S' sec «, 

a = -o7 / xdxdy, P ="s^ f ydxdy, V '-^s^ f ^^^^V' 

Die Ausdrucke fur a und /3 zeigen, dass die Projection des 
Mittelpunkts der Flache S der Mittelpunkt ihrer Projection S' 
ist. Hieraus folgt, dass die Mittelpunkte der Schnittfldchen eines 
heliebigen Cylinders mit verschiedenen Ebenen auf einer und der- 
selben den Cylinder erzeugenden paralUlen Geraden liegen. 

In dem Ausdruck fur y ist fzdxdy das zwischen S und 
S' enthaltene Volumen des die Flache S auf die Ebene xOy 
projicirenden Cylinders. Dasselbe ist gleich yS\ Hieraus 
lasst sich eine Regel zur Bestimmung des Volumens eines von 
irgend zwei Ebenen begrenzten Cylinderstumpfs ableiten. Dieses 
Volumen ist namlich gleich dem Producte des Flachenraums 
einer zur Erzeugenden senkrechten ScJmiUflache in den Abstand 
der Mittelpunkte der den Cylinder begrenzenden Fldchen, Daher 
dndert sich das Volumen des Cylinders nicht^ wenn eine der 
Schnittfldchen um ihren Mittelpunkt rotirt 

Angenommen, es sei S ein Dreieck und h^, h^, h^ die 
Abstande seiner Eckpunkte von der Ebene xOy. Dann ist 
der Mittelpunkt von 8 derselbe wie der Mittelpunkt dreier 
gleicheu; in den Eckpunkten befindlichen Massen; also ist 

folglich 



/ 



^eio^cZy = ?^ + ^ + ^ 
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Dies ist der bekannte Ausdruck far das Volumen eines drei- 
seitigen geraden Prismas ^ das durch eine seiner Grundflache 
nicht parallele Ebene begrenzt ist. 

2) Gesetzt, der Punkt M sei durch seinen Abstand z von 

der Ebene xOy (Fig. 19) und durch 
die Polarcoordinaten seiner Projec- 
tion M auf diese Ebene. bestimmt, 
namlich durch r=:OM\ <p = M'Ox] 
die Gleichung der Flache S sei von 
der Form 



Fig. 19. 




Setzt man q^ 
so wird 



^; ^t = 9^; Ss 



also ist: 






dz ^' 



i 



Wenden wir diese Formel in Verbindung mit den Formeln (14) auf 
die windschiefe Schraubenfl&che an. Dieselbe wird durch die Bewegung 
einer Geraden MN erzeugt, welche einer Ebene xOy parallel bleibt 
und auf zwei Leitlinien gleitet, n3,mlich auf der Axe Oe und auf einer 
Schraubenlinie ; die letztere sei auf einem geraden Cylinder verzeichnet, 
d^sseu Basis ein Ereis in der Ebene xOy yom Mittelpunkt und vom 
Halbmesser OA^^^R ist. Die Gleichung dieser F13.che ist: 



wenn h die Gangh5he des Schraubengewindes bezeichnet. Man hat daher 
dz dz h 



df 



ds^y 



= - — , also : 



23r ' 



a = "o- / »" cos qp 1/ r* + r~a drdcp, 
P = -g- / r sin g)|/r* + -^^ drdq>, 

'-if?.}/ 



h' 



4n' 



''' + 1^^^'''^'^' 



Soinoff, Mechanik. n. 



drdcp, 
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Fur den von den Leitlinien ON und AM und den Erzengenden OA 
nnd NM begrenzten Theil der Schranbenflache findet man: 

Setzt man 9 =s 27r, so erhalt man als Coordinaten des Mittelpunkts des 
einem Schraubenomgang entspreShenden Flachenstuckes : 

a = 0, |5==0, y = Y- 

Nebmen wir ferner an, es sei S ein Tbeil einer Botation8oberfl3,cbe, 
Oz die Botationsaxe ^ r der Badius des Parallelkreises, auf dem der 
Pnnkt M liegt, nnd 

z — Fir) == 

die Gleicbung der Flache. In diesem Falle ist -^ = F' (r)^ -^— = 0; 
der Parameter 

p={i + [i^'«]M* 

ist eine Function des Badins r all ein. Setzt man db { ^ + L-^' (**)]* } = ^ W >*) 
so wird: 

dS = tl}(r)rdrd(py 

S = J'ip{r)rdrdq) , 



-if- 



if}(r) COB (pdrdq), (16) 



p =■ -^ I r*i/^(r) sin (pdrdfp. 



if 
-if 



F(r)'ii}{r)rdrdq>, 

Gesetzt z. B., die Flacbe S sei von den beiden den Winkeln nnd q> 
entsprecbenden Meridianen und zwei Parallelkreisen yon den Badien Tq 
und r eingescblossen, so ergiebt sicb: 



*) wobei das Zeichen + fur den Fall (ir > 0, das Zeicben — fur 
dr < gilt. 
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S = (pj*^{r)rdrf 

ro 

r 
sin 9 /• , . , , 



ro 

(17) 



^ 1 — coa qp /• . , , 



To 



= ¥• 



F(r)ip{r)rdr. 



Fur einen Rotaiionskegel , dessen Spitze im Coordinatenursprung liegt, 
und dessen Basis den Radius B hat, hat man die Gleichung 



hr 

z — 

folglich wird 



«- = »' 



F'{r)^^ und «(r)=]/l + ^, 

s ^ ^BtpYhr+B} , 

2J? sin qp ^ 2i?(l — cos q>) 2 _ 

« = -8^-' P i^ • y^T*- 

Man wende ferner die Formeln (17) auf das Rotationsparaboloid 
und Rotationsellipsoid an. 

23. In den Formeln (16) ist 7l>{r)dr das Bogendifferential 
des durch. den Punkt {z^ r^ <p) gehenden Meridians. Bedeutet 
also s den von dem gegebeneu Parallelkreis r^ begiunenden 
Bogen des Meridians^ so ist il^(r)dr = ds-^ mithin nimmt die 
erste der Formeln (17) die Gestalt an: 

r 

S = (pfrds. 

To 

r 

Hierbei ist frds die Summe der Momente der Elemente des 

Bogens s beziiglieli der Rotationsaxe; bezeichnet man daher 
mit r^ den Abstand des Mittelpunkts des zwischen den Parallel- 
kreisen von den Radien Tq und r liegenden Bogens von der 
Rotationsaxe ; so ist 

r 



— 52 - 

und daher 

In diesem Ausdruck ist r^q) der Kreisbogen, welchen der 
Massenmittelpunkt des Bogens s bei einer Rotation des Meridians 
um die Axe 0^ iim den Winkel q> beschreibt, wenn die Rotation 
von der urspriinglichen Lage des Meridians, fiir welehe 9? = 
ist, beginnt. Hieraus ergiebt sich der Satz des Pappus oder 
die Guldin'sche Regel zur Berechnung von Rotationsflachen:*) 

Der durch Rotation eines beliebigen Meridianbogens erzeugte 
Theil einer Botationsfldche ist gleich diesem Bogen, multipUeirt 
mit dent von dessen MittelpunJcte bei der Rotation beschriebenen 
Wege, 

Fur eine voile Umdrehung ist 9 = 2x Oflfenbar gilt der 
Satz auch, wenn der Bogen s aus verschiedenartigen Curven 
zusammengesetzt oder wenn er eine gesehlossene Curve ist. 
Daher die Folgerungen: 1) Die durch Rotation einer Kreis- 
flache um eine in deren Ebene befindliclje und den Kreis 
nicht schneidende Axe erzeugte Ringflache (Wulst) ist gleich 
der erzeugenden Kreislinie, multiplicirt mit der von deren 
Mittelpunkte beschriebenen Kreislinie. 2) Die durch die Rota- 
tion eines regelmassigen Polygons um eine in seiner Ebene 
liegende, das Polygon nicht schneidende Axe erzeugte Ober- 
flache ist gleich dem Perimeter des Polygons, multiplicirt mit 
der von seinem Mittelpunkte beschriebenen Kreislinie'. 3) Ist 
der erzeugende Bogen ein Parabelbogen und die Axe der 
Parabel zugleich Rotationsaxe, so ist (vergl. § 16, Beisp. 1.): 

Multiplicirt man dies mit 2;r, so erhalt man die Grosse der 
Oberflache des Paraboloids, welches durch Rotation des Bogens 
'S um die Parabelaxe entsteht, namlich: 



*) Diesen Satz fand Pappus, ein Geometer aus dem IV. Jahrhun- 
dert, 8. Pappi Alexandrini Math. Collectiones; der Satz heisst die Gul- 
din'sche Begel, weil er nach langer Vergessenheit erst wieder durch 
das Werk des Guldin: Guldini „De centris gravitatis trium specierum 
quantitates continuae** Viemiae 1635 — 1641 bekannt wurde. 



- 53 — 

Es sei noch bemerkt, dass die Grosse der Botationsilache 
dieselbe bleibt, wenn der erzeugende Bogen seine Lage und 
Gestalt in der Meridianebene derart andert, dass die Bogen- 
lange und der Abstand des Mittelpunkts von der Rotations- 
axe unverandert bleiben. Ebenso haben die verschiedenen 
Rotationsflacben; die durch Rotation eines und desselben 
Bogens um verschiedene in dessen Ebene liegende und von 
dessen Mittelpunkte gleichweit entfernte Axen erzeugt sind, 
dieselbe Oberflache. 

24. Mittelpurikt eines Thdls der Oberflache eines Ellipsoids mit drei 
ungleichen Axen. 

Gesetzt, die Coordinaten q^^ q,^, q^ seien elliptische (s. Kinem. § 56\ 
namlich g'l = ^ , Q'a = ^3 , Q's = >li , und die Flache S gehore dem El- 
lipsoid (Xj) an. In diesem Falle hat man nach den Formeln der Kinem. 
Seite 130: 

folglich ist 

1 r a,+Xi f r s 1,-1, fr i.-^3 1^ 

y_ ^ r "s+^. -f r,^ _i J i.-^ -fr h:=}^idx ax 

Ist die FlS/Che 8 nur von Krummungslinien des Ellipsoids begrenzt, 
d. h. von Schnittlinien des Ellipsoids mit zwei Coordinatenflachen des 
Systems (Xj) und mit zwei Coordinatenflachen des Systems {X^), so sind 
die Grenzen der Integrationen nach X^ und A3 constant und die Integra- . 
tionen selbst von einander unabhangig. Sind fur diesen Fall X\ und X'^ 
die Grenzen fur X^ , ferner X\ und X'^ die fur A3 , so lassen sich die obigen 
Integrale in der allgemeinen Form schreiben 

diese geht fiber in 

A^ A| A^ A^ 

J'x,fAh)dh ■J'fAh)dh -j^fdK)dh ■psf,(.h)dl„ 

*j A3 X^ Af 
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worin sich die Quadraturen durch elliptische Integrale der ersten und 
zweiten Gattung darstellen lassen. Fur jeden zwischen den Hauptdia- 
metralebenen liegenden Theil des Ellipsoids hat man zu setzen: X\ = — a^, 

26. Der Satz des Pappus ist in dem folgenden Satze 
als specieller Fall mit enthalten: 

Man denke sich eine bewegliche Ebene P, die bei ihrer 
Bewegung eine Flache Q einhuUt; eine in der Ebene liegende, 
unveranderliche Linie s bleibe immer auf derselben Seite der 
Geraden -4, langs welcher P die Flache Q beriihrt; alle Punkte 
von s sollen zu P orthogonale Trajectorien beschreiben. Der 
Bogen s erzeugt dabei eine gewisse Flache. Der zmscheti zwei 
Lagen der Ebene P liegende Theil S dieser Flache ist dann 
gleich dem erzeugenden Bogen s, multiplidrt mit dem von dem 
Mittelpunht dieses Bogens mrilckgelegten Wege. 

Zum Beweise bezeichnen wir mit ® die Dififerentialwinkel- 
verschiebung der Ebene P und mit r den Abstand eines be- 
liebigen Punktes M der Linie s von der Geraden A. Da die 
unveranderliche Figur keine gleitende Bewegung in der Ebene 
P hat, so ist die DijBferentialverschiebung des Punktes M gleich 
rG, also gleich dem DijBferential des von diesem Punkte be- 
schriebenen Curvenbogens. Multiplicirt man dieselbe mit dem 
Element ds des erzeugenden Bogens s, so ergiebt sich als Pro- 
duct das Element der Flache S, d. h. 

dS == Grds] 
folglich ist 

S =f&rds, 

wobei die Integration sich zunachst tiber den Bogen s zu er- 
strecken hat, dann aber liber alle Werthe von ®. Bezeichnet 
nun rj den Abstand des Mittelpunkts des Bogens s von der 
Geraden -4, so ist 

frds = r,s, 
so dass sich nach AusfQhrung der ersten Integration ergiebt: 

Nun ist aber &r^ das Differential des von dem Mittelpunkte 
des Bogens s beschriebenen Weges; bezeichnet man also den 
ganzen Weg mit 0, so ist f^r^ = <y; daher ist endlich S = S6, 
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was zu beweisen war. Es sei noch bemerkt, dass der Ab- 
stand r^ des Mittelpimkts C des Bogens s von der Geraden Ay 
welche die Plache Q erzeugt, der Radius der ersten Kriimmung 
der Trajeetorie dieses Punktes ist. 1st die Erzeugende s eine 
gesehlossene Curve, so erzeugt sie eine rohren- oder kanal- 
formige Flache. 

Es sei z. B. s die Peripherie eines Kreises vom Radius a 
und der Bogen einer Schraubenlinie von der Ganghohe h 
auf einem geraden Cylinder, dessen Basis ein Kreis vom Ra- 
dius J? ist. In diesem Falle erzeugt s eine Schraubenrohre. 
Der einem Schraubenumlauf entsprechende Theil dieser Flache 
ist gleich • 

2nayW + 4.%^B:\ 

Es lasst sich ferner leicht beweisen, dass das Volumen, 
welches von der in ohiger Weise erzeugten Flache S ehigeschlossen 
wirdy im Falle einer geschlossenen Erzeugenden s gleich ist dem 
von dieser Curve hegrenzten Flachenraume, multiplicirt mit dem 
vom Mittelpunkte des Flachenraums heschriebenen Wege. 

Ist namlich u die von der Curve s begrenzte ebene Flache, 
V das durch die Bewegung dieser Flache erzeugte Volumeu, 
du ein Element der Flache u, das nach zwei Dimensionen un- 
endlich klein ist, r der Abstand eines Punktes dieses Elementes 
von der Geraden -4, so ist ®rdu das DiJBferentialelement des 
Volumens V] folglich ist 

V =ferdu, 

wo die Integration sich zuerst uber die Flache it und dann 
auf alle Werthe von @ erstreckt. Bedeutet r^ den Abstand 
des Massenmittelpunktes der Flache u von der Geraden A, so 
hat man 

frdu == r^w; 

mithin wird V=ufr^0y wo fr^® der vom Mittelpunkt der 
Flache u durchlaufene Weg ist. Bezeichnet man denselben 
mit 0y so erhalt man V=u0, was die obige Regel beweist. 
Dabei ist r^ der Radius der ersten Kriimmung der Trajeetorie 
des Mittelpunktes der Flache u. 

In dem obigen Beispiel der Schraubenrohre ist das Volu- 
men der Rohre gleich 
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Es ist ferner leicht zu sehen, dass, wenn die Masse fiber die 
Flache jS depart vertheilt ist, dass die Vertheilung auf dem 
die Fliiche S erzeugenden Bogen s fiir jede Lage dieses Bogens 
dieselbe ist, die Masse der ganzen Flache gleich ist der Qber 
den Bogen s vertheilten Masse, multiplicirt mit dem von dem 
Mittelpunkte dieser Masse durchlaufenen Wege. 

Ebenso ist, wenn die in dem Volumen V enthaltene Masse 
so vertheilt ist, dass die Vertheilung fiber die Flache m ffir 
jede Lage dieser Ebeue dieselbe bleibt, die ganze Masse gleieh 
der der Flache u, multiplicirt mit dem von dem Mittelpunkte 
dieser Masse beschriebeneu Wege. 

Geht die von den Lagen der Ebene P eingehuUte Flache 
Q in eine einzelne Gerade A fiber, so ist S eine Eotations- 
flache; die obige Kegel zur Berechnung einer solchen Flache 
reducirt sich auf den Satz des Pappus. Das Volumen V ist 
in diesem Falle gleieh der erzeugenden ebenen Flache u, mul- 
tiplicirt mit dem von ihrem Mittelpunkte durchlaufenen Kreis- 
bogen 0. Auch dieser Satz ist von Pappus und spater von 
Guldin gegebea worden. 

Das Volumen des dnrch Rotation eines Kreises vom Radius 

if um die Axe A erzeugten Ringes ist, wenn die Axe A den 

Abstand a vom Kreismittelpunkt hat, gleieh jfR^. 2iia. 

26. Mittelpunkie fur Massen von drei IHmensionm. 

1) Miltelpntikl eines Juymogenen Telraeders (Fig. 20). Es sei ABCD 

das homogene Tetraeder. Die durch die Kaate AD uad die Mitte F 

der gegenuberliegeuden Ktuite B C gebende Ebene A FD halbirt alle zu 

_,. ^ BC parallelen nnd von den Seitenfl&cben 

g ABU und ACD begreuzten Streckeo; 

Bie iat daher eine Sjmmetrieebeae fflr 

die Ebenen ABV und ADC; also Jiegt 

nach Satz III, § 13 in ibr der Massen-' 

mittelpunkt des Tetraedera. Basselbe 

gilt von der Ebene BEC, die dnrcb 

die Eante BC und die Mitte der Kante 

AB geht; folglicb liegt dei Massen- 

mittelpnnlct des Tetraeders auf der 

Schnittliuie EF der Ebenen .A FJD nnd 

BEC. Der Massenmittelpmikt eines 
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hamogenen Tetrcieders liegt also auf der Verbindtmgslinie der Mitten 
zweier gegeniiberliegenden Kanten. 

Sind nun G, H, K, L die Mitten der Kanten AB, DC, BD, AC, 
80 gehen die Geraden GH and KL ebenfalls durch den Mittelpunkt des 
Tetraeders; mithin schneiden sich die drei Geraden EF, GH, KL alle 
in einem Punkte, welcher der Mittelpunkt des Tetraeders ist. 

Man ilberzeugt sich leicht, dass diese drei Geraden im Punkte 
halbirt werden. Zieht man namlich die Geraden GF, FH, HE, EG, 
so erhalt man ein Parallelogramm EFGH, in dem die Geraden FE 
nnd GH Diagonalen sind, sich also halbiren. 

Aus § 14 folgt, dass der Mittelpunkt von vier gleichen Massen 
ist, deren Mittelpunkte in den Ecken des Tetraeders ABGB liegen. 
Die Ebenen ABH und BEC schneiden sich in der durch den Punkt 
gehenden Geraden BJ, Der Schnittpunkt J dieser Geraden mit der 
Seitenfl^che ADC ist deren Mittelpunkt; denn er ist der Schnittpunkt 
der Verbindungslinien AH und EC zweier Ecken mit den Mitten der 
Gegenseiten. Da die Strecke EF halbirt, so ist der Abstand des 
Punktes O von der Ebene ACD halb so gross, als der Abstand des 
Punktes F von derselben Ebene; der Punkt F ist aber halb so weit 
von der Ebene ADC entfemt, als der Punkt B, denn F halbirt die 
Kante BC. Folglich ist der Abstand des Punktes von der Ebene 
ACD der vierte Theil des Abstands des Punktes B von jener Ebene; 
d. h. OJ = {BJ und BO^^BJ. Der Mittelpunkt des Tetraeders 
liegt also auf der Verhindungslinie einer Ecke mit dem Mittelpunkte der 
gegeniiberliegenden Seitenfldche und ist von der Ecke um drei Viertel 
dieser Verbindungsstrecke entfernt, 

Es ist noch zu bemerken, dass der Mittelpunkt derjenigen Drei- 
ecksfl9.che ist, die man erhalt, wenn man das Tetraeder durch eine der 
Seite ADC parallele und von der Ecke B um | der von B auf ADC 
gefallten Hohe abstehenden Ebene schneidet. Man kann daher sagen, 
dass der MassenmittelpunJct einer dreikantigen Pyramide der Mittelpunkt 
der Schnittfldche der Pyramide mit einer der Basis pardXlelen Ebene ist, 
die von der Spitze um f der Hohe absteht, 

Diese Regel gilt auch ffir jede vielkantige Pyramide P. Zerlegt 
man namlich eine solche Pyramide in die Tetraeder T, T, T", . . . durch 
Ebenen, die durch eine Seitenkante und die iibrigen Kanten gehen, und 
legt man dann parallel der Basis eine Ebene in einem Abstande von der 
Spitze gleich f der Hohe, so erhalt man als Schnittflachen dieser 
Ebene mit den Tetraedem Dreiecke, deren Mittelpunkte die Mittelpunkte 
der Tetraeder sind; daher fallt 3er Mittelpunkt der Pyramide P mit 
demjeuigen der Fl^he des Systems dieser Dreiecke zusammen, d. h. 
mit dem Mittelpunkte der Fl'dche desjenigen Polygons, welches diese 
Dreiecke bilden. 

Dieselbe Kegel gilt auch fur jeden Kegel, da man den Kegel als 
eine Pyramide mit unendlich kleinen SeitenflSiChen ansehen kann. 
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2) MUtelpunkt eines Tiomogenen Polyeders. Nachdem die Construction 
des Mittelpunktes des homogenen Tetraeders gefunden ist, lasst sicli 
der Mittelpunkt des Volamens jedes Polyeders bestimmen , indem man 
das Poljeder in Tetraeder zerlegt und ein System von Punkten betrachtet, 
deren Massen denen der Tetraeder gleich sind. 

Es seien (x^yiei), {x^y^z^X (^sS/s^s)* (j^aV*^*) die rechtwinkligen ge- 
radlinigen Coordinaten der Eckpunkte eines der Tetraeder und a, ^, y 
die Coordinaten seines Mittelpunkts. Da der letztere als Mittelpunkt 
von vier gleichen Massen angesehen werden kann, deren Mittelpunkte 
in den Tetraederecken liegen, so ist: 

a = i (^1 + ^2 + ^8 + ^4) » 

|3 = i (2/1 + 2/2 + 2^8 + y*) 1 

7 = i (^1 + ^2 + ^3 + ^4). 

Das Volumen oder die Masse des Tetraeders ist durch die Determinante 



1, 


^1, 


Vi 


1, 


X2 , 


2/2 


1, 


*^3 » 


2/3 


1, 


X^ , 


2^4 



^1 

^2 



- -h 



^1 — ^2 » 2/1 — 2/2 » ^1 — ^2 
^1 — ^3 » 2/1 — 2/3 » ^1 -- ^3 
^l—^il 2/1 — 2/4 , ^1 — ^4 



dargestellt, wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist. 

Somit kann man die Mittelpunktscoordinaten und die Masse jedes 

» 

einzelnen Tetraeders und dann nach den Formeln (3) § 13 die Mittel- 
punktscoordinaten des ganzen Polyeders berechnen. 

37. Allgemeine Formeln zur Bestimmung des Mittelpunktes 
einer continuirlichen Masse von drei Dimensionen. 

Es sei: m die Masse^ V ihr Volumen, a?, t/, die gerad- 
linigen Coordinaten des nach drei Dimensionen unendlich kleinen 
Elements dm, q die Dichtigkeit desselben, dV sein Volumen 
und cCf P, y die Coordinaten des Mittelpunktes der ganzen 
Masse m. 

Nach der Formel fiir die Berechnung einer raumlichen 
Masse und nach den Formeln (4) § 13 hat man 

m =^jQd F, a = ^JxQd r, j8 = ^JyqdV, y^^J^QdV, (18) 

wobei die Integrationen sich iiber das ganze Volumen erstrecken. 
Im Falle einer homogenen Masse ist die Dichtigkeit q con- 
stant, und die Coordinaten des Massenmittelpunkts sind: 



cc = yjxdV, P=yCydV, y = y jisdV. 



(19) 



Um die Integration iiber das Volumen Fwirklich auszufuhren, 
muss man die unter dem Integralzeichen stehenden Grossen 
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als Functionen von x, y^ z oder von anderen, im allgemeineu 

krummlinigen Coordinaten q^, q^, q^ ausdriicken, wie dies in 

§ 3 gezeigt wurde, und dann der Reihe nach nach diesen 

Variablen integriren. 

Specielle Fdlle. 1) Fiir das Volumenelement ergiebt sich 

in rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten x, y, z die Formel: 

dV = dxdydz \ 
folglich wird: 

m=fQdxdydz , (20) 

1 /* 1 /* 1 /* 

a = — I XQdxdydZj fi==— I y^dxdydz^ y = — I ZQdxdydz, 

und wenn q constant ist 

a =Y f xdxdydZj fi^y I ydxdydz, y= y i zdxdydz, (21) 

mit 

V ^^fdxdydz, 

Mit Hilfe der Formel (15) § 6 lassen sich diese Integrale auf 
solche, die fiber die Oberflache S des Volumens V ausgedehnt 
sind, zuruckfUliren. Die Forraeln (21) gehen dann fiber in: 

V = fz cos (nz)dS (22) 

pT I xzco8{nz)dSy fi=y I yzeos{nz)dSy y=wy I ^ cos (nz)dS 

worin n die Richtung der ausseren Normale der Flache 8 im 
Punkte (x, y, z) bedeutet. 

Bei Anwendung dieser Formeln auf die einzelnen Theile 
der Oberflache hat man cos (nz)dS = + dxdy oder = — dxdy 
zu setzen, je nachdem eine der Axe Oz parallele, im Sinne 
jd z> gerichtete Gerade durch den Punkt {x, y, z) aus dem 

Volumen F aus- oder in dasselbe eintritt. 

Es sei z. B. Y das Volumen eines geraden Cylinders, dessen Basis 
A in der Ebene xOy liegt, dessen Erzeugende der Axe Oz parallel 
sind und der von einer Fl'ache begrenzt ist, deren Gleichung z = /"(aj, i/) sei. 

Die Elemente der Integrale (22) yerschwinden fur die Basis A^ denn 
fSr jeden Punkt derselben ist £r = 0. Die auf die Mantelflache beziig- 
licben Elemente verschwinden gleichfalls, weil fur sie cos (n;?) ^^ ist. 
Es bleiben also nur diejenigen Elemente, die sich auf den innerhalb des 
Cylinders entbaltenen Theil' der begrenzenden Fl3.che bezieben. Wir 
wollen dieses F19.cbenstuck die obere Basis nennen, indem wir uns die 
Axe Oz vertical denken und annehmen, dass iunerhalb des Cylinders 



^=y 
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alle Wertiie von z positiy sind. Da alle der Axe Oz parallelen und 
im Sinne zl js; >- gerichteten Geraden aus dem Volumen dorch die 
Puukte der oberen Basis anstreten, so ist cos (nz)dS = dxdy zu setzen. 
Es wird also 

V =^ fzdxdy , 

a = y / xzdxdy , § ^ y j yzdxdy ^ Y ^ ^V I ^'^^^2/ » (23) 

hier ist nun noch x = f{x, y) einzusetzen und dann nach x und y zu 
integriren, und zwar uber den Fl§«chenraum der unteren Basis A. 

Nehmen wir z. B. an, die obere Basis S sei eine Ebeue. 

Nach §. 22 ist der Mittelpunkt der ebenen FlS-che A die Projection 
des Mittelpunktes der ebenen Fl3,c]ie der oberen Basis S auf die Ebene 
xOy^ und das Volumen V ist gleich der Fiache -4, multiplicirt mit 
dem Abstand des Mittelpunktes der Flache S von ibr. Bezeichnet man 
diesen Abstand mit c und nimmt den Mittelpunkt der FlS/cbe A als 
Coordinatenursprung, so kann man die Gleichung der den Cylinder ober- 
halb begrenzenden Ebene in der Form schreiben: 

5; != aa; + 6y + c. 

Substituirt man diesen Werth von z in die Formeln (23), so folgt: 

a = ^ I {ax^ + hxy)dxdy , 
^ = ^ / ^^^y + ^y^)dxdy , 



= aVJV 



x'^ + 6^2/* + 2a&a;t/ + c^)dxdy ^ 



wobei V ==^ Ac ist. Es bleiben also die iiber die FlS-che A ausgedehn- 
ten Integrale 

Jx^dxdy , Jy^dxdy , Jxydxdy 

zu berechnen. Zwischen den GrQssen a, ^, y besteht die Gleidbung 

Y^i{acc + h^ + c'); 

dieselbe zeigt, dass der Massenmittelpunkt des Cylinders in einer Ebene 
liegt, die durch die Mitten aller ;?-Coordinaten, die zu den Punkten der 
oberen Basis gehdren, geht. 

Gesetzt, die Basis A sei ein Rechteck, dessen Seiten den Axen Ox 
und Oy parallel verlaufen; es sei die der Axe Ox parallele Seite gleich 
p, die der Axe Oy parallele gleich q. Man hat dann 

I xzdxdy -=^^y I yzdxdy =-?^, I xydxdy = ; 



folglich ist: 



a o ^ & 2 1 



« = 12-o^'> ^ = m 3 ' '' = 21^ ^"'P' + ^'2' + 120'). 
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1st A ein Kreia vom Radius r, so wird: 

- = S' <» = It- y = A [(«• + *'>♦■' + *«')]• 

2) Gesetzt der Punkt M {Xy y, z) sei durch Polarcoordi- 
naten bestimmt^ und zwar sei OM^r^ zOM=q> und tj; 
der Winkel der Ebenen 0OM und zOx. Dann ist: 

X = r sin q) cos ^ ,• y = r sm<p sin V' ? = r cos 9 , 

JF= r* sin q>drd(pdtl>y 

V = I r^ sin (pdrd<pdtl; , w = / pr* sin (pdrd(pd^ , 

a = — I QT^ sin* 9? cos fdrdq)dil;, ^"^^ 

P = — I Qf^ sin* 9? sin il;drd(pdif, 



y = — i Qr^ sin 9? cos <pdrdq)djl;. 



Indem wir hierin zuerst die Integration nach r ausfiihren, wo- 
durch sich zwei Functionen P und Q ergeben, die den Be- 
dingungen 

or ^ ^ or 

geniigen, wenden wir auf die Integrate (24) die Formel (16) 
§ 6 an und erhalten: 

F = — / r cos {nr)dSy m =^ j -^cos (nr)dS , 

a = — I X sin qp cos ih cos (nr)dS , 

mj ^' ^ V ^ ' ^25) 

B = — I -^ sin 9? sin ^ cos (nr)dS , 
y = — i jL cos 9? COS (nr)dS ; 

diese Integrate sind iiber die ganze Oberflache S des Volumens 
V auszudehnen. 

Fiir denjenigen Theil der Oberflache, durch welchen der 
Radiusvector r aus dem Yolumen austritt, hat man zu setzen 

cos (nr)dS = r* sin 9)c?9)d^ ; 

fiir den aber, durch welchen r in das Volumen eintritt, ist 

cos (nr)dS = — r* sin ipd(pd^. 
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Man stellt nun den Radiusvector r fiir jeden Theil der Ober- 
flache als Function von (p und ^ dar und fiihrt dann die In- 
tegration nach diesen Variablen aus. Liegt der Pol innerhalb 
des Volumens V oder auf seiner Oberflache, so ist zu beachten, 
dass man fur die auf diesen Punkt beziiglichen Theile der 
Integrale denselben als Eintrittspunkt des Eadiusvectors an- 
zusehen hat. 

Wenden wir diese Formeln auf einen Kegel an, dessen Spitze in 
liegt und der durch eine beliebige Flache 

l^(r, 9,'V') = (a) 

begrenzt ist. Fur die Mantelflache ist C08(nr) = 0, so dass in den 
Integralen (25) nur die Theile verbleiben, die sich auf Punkte der be- 
grenzenden F13,che und auf die Spitze des Kegels beziehen. 

In dem ersten jener Integrale verschwindet der auf die Spitze be- 
zugliche Theil, da dasselbe fiir r = zu Null wird; in den ubrigen 
Integralen reducirt sich dieser Theil auf die folgenden Ausdriicke 

— JPq sin (pdtpdtif , 

— J*Qq sin^qp cos ilfdtpdtif , — jQq sin^qp sin if}d(pdil>j 

— r^o ^08 V sin tpdtpdip ^ 

wo Pq und Qq die Werthe von P und § fiir r = sind. Diese GrSssen 
verschwinden, wenn P^ = und Qq =^ sind, was unter anderem ein- 
tritt, wenn die Dichtigkeit q constant ist, weil dann 

ist; in diesem Falle einer homogenen Masse hat man also: 

m ^^ ^ I T cos {nr)dS , 

r^ sin (p cos i/> cos {nr)dS , 



itnj 



P = -^ j r* Bin tp sin ip cos (nr)dS , 






r^ cos qp COS {nT)dS , 



wo die Integration sich- nur iiber die begrenzende Flache (o) erstreckt. 
Trifffc der Radiusvector die begrenzende Flache nur in je einem 
Punkte, so muss man setzen: 

cos {nT)dS = r* sin (pdtpd^ ; 

dadurch nehmen die Formeln die Gestalt an: 
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m =» -^ I r® sin tpdtpd'^f , 
a =a -^ I r* 8in*qp cos 'tpdrpd'tp , 
p -a _?_ I y* sin'qp sin ipdtpd^ , 

y = - — / r* cos qp sin tpdq>dtp ; 

hier ist noch fur r sein Ausdruck, den man aus GleichuDg (a) erhalt, zu 
setzen nnd dann nach 9 und t^ zu integriren. 

Betrachten wir endlich den Specialfall, dass P^ s=s und Qq s= 0, 
die Dichtigkeit a eine Function des Badiusvectors allein und die begren- 
zende Flache (a) eine Eugel ist, deren Mittelpunkt in O liegt. Man 
hat dann: 

m = P Jsin tpdtpdip , 
a =B -^ I sin* qp cos il^dtpdip , 

j5 = ^ Ain* 9 sin tpdqfd'ip , (^^^ 



I COB 9 si] 



y =s -^ I COB qp sin q)dq)djf). 
m 



Fur einen Kegel z. B., der durch Rotation einer den Winkel qp mit 
de( Axe Oz bildenden Geraden um diese Axe erzeugt ist, ergeben jene 
Gleichungen: 

m = 2nP (1 — cos qp) , a = , p = , y = -^ cos* ^. 

Fiir eine homogene Masse ist: 

^ = 9-3-, § = p— und folglich y = — cos« -|-. 

Fur die Halbkugel hat man qp =5 -— zu setzen; dann wird y z=^ — r. 

2 o 

Wir empfehlen, die Formebi (26) auf eine kOrperliche Ecke anzu- 
wenden, die durch eine Kugel begrenzt wird; dabei sind die Integrationen 
uber die F13.che eines spharischen Dreiecks auszudehnen. 

28. Es kommt haufig yor^ dass man die Masse m in 

Differentialelemente dm mit einer oder zwei endlichen Dimensionen 

zerlegen, dann die Coordinaten x, y, ^ des Mittelpunktes eines 

solchen Elements bestimmen und endlicli die Coordinaten des 

Mittelpunktes der ganzen Masse m nach den folgenden Formeln 

berechnen kann: 
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a = ^j^ocdm, p = ^Jydm, y = ^j^dm. (27) 

Hat dm zwei unendlich kleine Dimensionen, so sind a, fi, y 
die Coordinaten des Mittelpunktes einer Masse m, die uber 
eine gewisse Flache vertheilt ist, welche der geometrische Ort 
der Mittelpunkte aller Elemente dm ist. Hat aber dm nur 
eine unendlich kleine Dimension, so sind a, ^, y die Coordi- 
naten des Mittelpunktes einer Masse m, die langs der Linie 
vertheilt ist, auf welcher die Mittelpunkte aller Elemente dm 
liegen. 

Beispiele. 1) Die Masse m sei in einem geraden Cylinder enthalten, 
dessen Basis A in der Ebene xOy liegt und dessen Erzeugende der Axe 
Oz parallel sind; dieser Cylinder sei durch eine Flache z == f(x, y) be- 
grenzt und die Dichtigkeit q sei von der Coordinate z unabhSjigig, d. h. 
es sei q entweder constant oder eine Function von x und y allein. 

Bedeutet nun dA ein nach zwei Dimensionen unendlich kleines 
Element der ebenen Fl§,che A, das den Punkt {x, y) enthalt, so kann 
man das ganze Yolumen der Masse m als die Summe oder das Integral 
der unendlich kleinen Cylinder zdA betrachten; die in einem solchen 
Cylinder enthaltene Masse ist dann homogen, und zwar von der dem 
Flachentheilchen dA zukommenden Dichtigkeit g. Man kann also setzen: 

dm = qzdA, 

Die Coordinaten des Mittelpunktes einer solchen Masse sind x^ y^ \ z; 
folglich ergeben die Formeln (27) * 

a = ^JxQZdA , § = ^JyqzdA , y = ^Jz\dA , (28) 

wo m => CqzdA und z = f{x, y) und die Integration uber die ebene 

Flache A auszudehnen ist. Dieselben Resultate lassen sich auch aus der 
allgemeinen Formel zur Reduction der Integration uber ein Volumen 
auf eine Integration iiber eine Flache ableiten. 

Ist die Dichtigkeit q constant, so gehen die Formeln (28) in die 
Formeln (23) fiber. Man wende die Formeln (28) auf den Fall an, dass 
die begrenzende Flache eine Kugel vom Radius 05 ==» i2, die Cylinder- 
basis ^ ein Ereis vom Durchmesser OB und die Dichtigkeit q eine 
Function des vom Punkte O nach dem betreffenden Punkte gezogenen 
Radius vectors r allein ist (vgl. S. 43 Fig. 17). 

2) Die geradlinigen Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz seien conjugirte 
Durchmesser des Ellipsoids 

?! 4. y! 4. i! _ 1 . 

die Dichtigkeit q sei eine Functi :i der Coordinate x allein und m sei 
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die Masse eines zwiscben zwei der Ebene yOz parallelen Ebenen liegen- 
deu Ellipsoidabschnittes. 

Man kann diese Masse m durch Ebenen parallel yOz in unendlicb 
kleine Elemente von einer unendlicb kleinen Dimension zerlegen, deren 
Mittelpunkte auf der Axe Ox liegen; daber lUsst sieb m als eine uber 
diese Axe vertbeilte Masse anseben. 

Ein der Ebene yOz paralleler Scbnitt giebt eine dem Centralscbnitt 

w* . z^ 

^bnlicbe Ellipse. Die zn Oy nnd Oz parallelen conjugirten Semidiameter 
derselben sind: 



<■ - it <■ - -::)' 



Multiplicirt man ibr Product mit tc sin (^^), so erbS.lt man den Flacben- 
inbalt der Ellipse. Diese Fl^cbe kann man als Basis eines Cylinders 
d V anseben, dessen HObe die Projection von dx auf die Normale der 
Ebene yOz ist; bezeicbnet also h die Sicbtung dieser Normale, so ist: 



dV s= nbc am (yz) cos {hx) (1 ^jdx. 



ib) 



Da die Dicbtigkeit q eine Function der Coordinate x allein ist, so 
ist sie fiir alle Punkte dieses Yolumenelements dieselbe; mitbin ist der 
Mittelpunkt der in diesem Yolumenelement entbaltenen Masse dm der 
Mittelpunkt der Basis und liegt auf der Axe Ox. Setzt man zur Ab- 
kurznng 

nhc sin (yz) cos {hx) = -4 , 
so ist 



m 



dm=^ Aq (l - ~gj dx, 



und 



tt SB 



CxQ (a* — re*) dx 
Tq (a* — x^ dx 



wo die Grenzen der Integration die Wertbe von x fur die die Masse m 
begrenzenden Ebenen sind. 

Es ist bemerkenswertb , dass dieser Ausdruck fur ex, also die Lage 
des Massenmittelpunktes auf der Axe Oo; weder von den Winkeln der 
conjugirten Durcbmesser Oxj Oy, Oz, nocb von der GrSsse der Semi- 
diameter b und c abb9.ngt. 

Im Falle einer bomogenen Masse verscbwindet die Dicbtigkeit q aus 
dem Ausdruck fiir a, d. b. es wird: 

Somoff, Mechanik. II. 5 



a = 
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fx (a* — x^) dx 

J {a* — x^ dx 

Fixr das balbe Ellipsoid hat man von bis a zu integriren. Der Ab- 
stand des Mittelpnnktes des homogenen halben Ellipsoids yom Centrum 
des Ellipsoids ist a = | o. 

Bedeuten a^, a^^ a^ die Cosinus der Winkel zwischen den conju- 
girten Diametem a, &, c, so bat man (ygl. Einematik Cap. VIII S. 149, 
Formel (7)) 

sin (yz) cos {hx) = J^ , 

wo z/ = 1 — a\ — al — al -{- 2 ttj^a^UQ ist; aus Formel (6) ergiebt sicb 
biermit : 

dV= nbcJ^fl —%\dx; 
man erbalt bierans den Ausdruck fur das Yolumen des ganzen Ellipsoids: 

+ a 

nbcJ^ f I 1 ] dx ^= -— nahcJ^. 

— a 

Sind a^ by c die conjugirten Hauptsemidiameter, so ist z/ = 1, nnd das 
Volumen des Ellipsoids wird = ^ nabc. 

3) Die Masse m sei durcb eine Rotationsfl3.cbe und zwei zur Ho- 
tationsaxe senkrecbte Ebenen begrenzt.- Eine solcbe Masse lEsst sicb 
durcb Ebenen senkrecbt zur Botationsaxe in Elemente zerlegen, die nacb 
einer Dimension unendlicb klein sind und die Form von Cylindern baben, 
deren Grundflacben Parallelkreise und deren H6ben unendlicb kleine 
Abscbnitte auf der Rotationsaxe sind. Ist die Dicbtigkeit q fur alle 
Punkte eines Parallelkreises dieselbe, oder bangt sie nur von dem Ab- 
stand des Punktes von der Rotationsaxe ab, so liegt der Mittelpunkt 
der Masse jedes Elementes auf di^ser Axe. Daber kann man dann m 
als eine fiber die Rotationsaxe vertbeilte Masse anseben. 

Es sei nun z der Abstand des Mittelpnnktes eines beliebigen Parallel* 
kreises von einem anf der Rotationsaxe gew^jilten festen Punkte 0, 
r der Abstand eines Punktes M von jener Axe und q> der Winkel, wel- 
cben die durcb M und die Rotationsaxe gebende Ebene mit einer andem 
durcb die Axe gelegten festen Ebene bildet. Fiir das Element der Masse ' 
m mit drei unendlicb kleinen Dimensionen bat man den Ausdruck 
grdrdtpdz. Ist q eine Function von r allein und integrirt man nacb r 
von p bis zu demjenigen Wertbe von r, der dem Radius des Parallel- 
kreises gleicb ist, in dessen Ebene der Punkt M liegt, dann aber nacb 
cp von bis 2n, so ergiebt sicb fiir das Massenelement mit einer un- 
endlicb kleinen Dimension: 



dm = 2 





ndz j Qvdr; 
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der Mittelponkt dieses Elements liegt auf der Rotationsaxe. Hat man 

r 

das Integral fffrdr gefnnden, so kann man darin den Radius r mit 



Hilfe der Gleicbung der Rotationsflache als Function der Coordinate z 
ausdriicken. So erb^lt man statt des Integrals eine gewisse Function 
f(z) von nur einer Variablen z; folglich wird 

dm = 2nf{z)dz , w ==» Stt / f{z)dz , 



.J) 



f{z)dz, 



wo Zq und z die Abstande der Mittelpunkte der die Masse m begren- 
zenden Parallelkreise yom Pnnkte sind. 

Setzt man z. B. p =» r^, und ist die Gleicbung der Rotationsflacbe 
r^ =i *^pZy d. b. ist diese Flacbe ein Rotationsparaboloid, so erb3.lt man: 



4 J- 


■"- 12 


*0 




3 

y=4 


(^* - z\) 



4) Wenden wir endlicb die Formeln (27) auf die Masse eines Kegels 
an, dessen Spitze in liegt und der duccb zwei der Ebene xOy paral- 
lele Ebenen begrenzt ist. Es sei A die ebene Flacbe des von der Spitze 
O am meisten entfemten, B die des n3.cbsten und u die eines beliebigen 
zwiscben A und B liegenden Scbnittes; es seien femer a, b, z die Ab- 
stande dieser drei ScbnittflSiCben von der Spitze, M{x, y, z) ein Punkt 
der Flacbe u, ^ der Scbnittpunkt der Geraden OM mit der Ebene A, 
£, 71 die den Axen Ox und Oy parallelen Coordinaten des Punktes ^ und 
dA ein den Punkt ^ entbaltendes Element der Fl'&cbe A von zwei 

unendlicb kleinen Dimensionen. Man siebt nun leicbt, dass x =^ — £, 

a 

2/ = — ?7 , und dass das den Punkt M entbaltende Element der Flacbe u 

z^ 
du --^ —^ dA 

ist. Multiplicirt man dasselbe mit dz und mit der Dicbtigkeit p, so 
erbSlt man das Massenelement 



z 
dm == p — 5 dAdz, 



Ist d die Dicbtigkeit im Punkte ^ und nimmt man an, dieselbe sei eine 

6* 
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Function der Coordinaten £ nnd 17, so druckt sich die Dichtigkeit im 
Punkte M durch eine Function von der Form 

aus; man hat dann 

dm = —y f{z)dzdA, ^ 

Integrirt man nun nach £ und rj uber die FlUche A , so erh3.lt man fur 
die in dem Volumen ude enthaltene Masse den Ausdruck: 

f{e)dz CddA. 



^^f{e)dz I i 



Hierin iBtfddA eine uber die Flache A vertheilte Masse; bezeichnet 
man sie mit M, so ergiebt sich fur die in dem Volumen udz enthaltene 
Masse der Ausdruck: 

M^,f{z)dz. (c) 

Die Momente dieser Masse bezuglich der Ebenen yOz und xOz stellen 
sich als die Integrale 

Cxf^dV^m^-^^dzCiddA, 

jyqdV^m^^dzjriddA 

dar, die uber die F13.che A auszudehnen sind. Bedeuten p und g die 
Coordinaten des Mitt^lpunktes der Masse M^ so ist 

flddA = Mp, JriSdA = Mq, 
also wird: 

Jxqd V =- Mpf(,z) ^5 dz , J'yedV - Mqf(z) ^ dz. 

Sind andererseits x und y die den Axen Ox, Oy parallelen Coordinaten 
des Mittelpunktes d€r in dem Volumen udz enthaltenen Masse, so wird: 

XQd V ^x M~ f{z)dz , iyqdV^ y'M—^ f(z)dz. 



fxQdV^x'M^,f{z)dzJi 



Aus der Gleichheit dieser Ausdrucke mit den vorhergehenden folgt: 

z , z 

^ =-p. y =-3. 

Dies zeigt, dass, wenn man die Masse m durch Ebenen, die der Basis A 
des Kegels parallel sind, in Elemente von einer unendlich kleinen Dimen- 
sion zerlegt, man Elemente erhalt^ deren Mittelpunkte auf der Verbin- 
dungslinie der Spitze des Kegels mit dem Mittelpunkte der uber die 
Basisfl3;Che A vertheilten Masse liegen. Man kann daher m als eine 
fiber diese Gerade vertheilte Masse ansehen. 
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Nach Berechnung der Coordinaten p und q der fiber die Fia.che A 
yertheilten Masse M ergiebt sicb 

a ^ ^ a ^ 

Es bleibt nun noch y zu bestimmen. Nach den Formeln (27) and (c) 
erbalt man: 

a 

m^ —^l f{z)z^dz , 



a 



a 



ff{z)z''dz 



— I fiz)z^dz^ ~ 

b jnz)z'az 

b 



fmz^d. 



In dem speciellen Falle, dass f{z) eine Constante c ist, d. b. wenn die 
Dicbtigkeit a far alle Pankte einer darcb die Spitz e des Kegels geben- 
den Geraden dieselbe ist, findet man: 

a 

I z^ d z 
i 3 (a* - 6*) 3 (a» + a^h + al^ + 6») 



4 (a^ — 63) 4 (a* + a6 + 6») 

Jz^dz 

b 

Filr den ganzen Kegel bat man & ==» za setzen. Dann wird y = ^ a^ 
was mit dem fibereinstimmt, was in § 26 gefonden wurde. 

29. Wir haben in § 10, Formel (21), gesehen, dass 

JB (m + ni + ^>*" + • • •) =^ ^^ "+" ^'*'' + ^"^" + • • • ; 
d. h. dass das polare Moment ersten Grades von der Summe 
der Massen w, m\ m'\ . . . beztiglich eines beliebigen Poles 
O gleich der> Summe der polaren Momente ersten Grades der 
einzelnen Massen bezuglich desselben Pols ist. Dies liefert 

uns eine graphische Construction fur den Abstand It des 
Mittelpunktes C eines Massensystems von dem Pole 0; die- 
selbe besteht in folgendem. Man bilde die geometrische Summe 
der die polaren Momente darstellenden Strecken, indem man 
sich diese Momente auf den Richtungen der Radienvectoren 
r, r\ r", . . ., die nach den Mittelpunkten der Massen nij m\ 
m\ . . . hinfiihren, vom Pole aus aufgetragen denkt; die so 
gebildete Summe dividire man durch die Summe der Massen. 
Auch kann man jenen Abstand mit Hilfe der Abstande 
der Massenmittelpunkte vom Pol und der gegenseitigen Ab- 
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stande dieser Mittelpunkte von einander berechnen. Die For- 
mel (21) § 10 giebt namlich: 

B^iSnif == «»V + »»'«/« H [- 2mm' rr' + 2mm" rr" + 

2m m r r + • • •. 

Bezeichnen nun p, q\ p", . . . die Abstande der Masse m von 
m\ m von m", m' von m", .... so ist: 



2rr = r^ + y'^ _ ^2^ 2rr" = r^ + r"^ _ ^'2 . . . . . 
daher kann man die vorhergehende Formel schreiben 

R^(2Jmf = m(mr^ + w*V'^ + ••*) + m(fnr^ + mV* -| ) + 

+ • • • — mw'p^ — mm ^^ — • • •, 

oder auch kurz in der Form 

B\Umy = 2Jm - Zmr^ — Zmm'^^, 

wenn Zmr^ die Summe aller Massen, jede multiplicirt mit 
dem Quadrat des Abstandes ihres Mittelpunktes von dem Pol, 
Zmm' Q^ aber die Summe der Producte von je zwei Massen 
mit dem Quadrat des Abstandes ihrer Mittelpunkte von ein- 
ander bedeutet. Diese Gleichung giebt einen Ausdruck fiir 
das Quadrat des Abstandes des Mittelpunktes des ganzen 
Massensjstems w, m\ m'\ .. . von dem Pole 0, namlich: 

Beispiele. 1) Es seien A^ B, C die Mittelpunkte dreier gleicher 
Massen nnd G ihr gemeinsamer Mittelpunkt. Nach Formel (29) hat 
man: 

AG^ = i (2AB' + 2AC^ - BC^) 

BG^ -= \ {2BA^ + 2BC^ - AC^) 

CG^ = ^ {2CA^ + 2CB^ — AB% 

2) Es seien A, 3, C, D die Mittelpunkte von vier gleichen Massen 
und G ihr gemeinsamer Mittelpunkt. Nach Formel (29) findet man: 

AG^ = tV (^AB^ + SAC^ + SAD^ — BC^ — BB^ - C2)»). 

Aehnliche Ausdriicke erhait man fur BG^, CG^, DG\ 

30. In Formel (29) ist die Grosse -^ — das arithme- 
tische Mittel aus den Quadraten aller von dem Pole nach 



*) Diese Formel ruhrt von Lagrange her. S. die Abhandlung „Sur 
une nouvelle propri^t^ du centre de gravity" in den Mtooires de TAcad. 
de Berlin, 1783, oder in den Oeuvres de Lagrange, T. V, p. 539. 
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den Massenpunkten m, m', w", . . . gezogenen Radienvectoren. 
Man kann diesen Mittelwerth als das Quadrat einer gewissen 
Grosse K ansehen^ die eine Art von Mittel aus den Werthen 
r, r\ r", ... darstellt und durch die Pormel 



bestimmt ist. Aus Formel (29) folgt: 

K' = B^ + ^^f. (30) 

Sind alle Massen m, m', m'\ , . . positiv, so ist K immer reell; 
dabei geht aus Formel (30) hervor, dass K seinen Minimal- 
werth fur JB = erh'alt, d. h. wenn der Pol im Mittel- 
punkte des Massensystems liegt. Zugleich mit K hat auch 
die Summe 2Jmr^ = K^2Jm ihren Minimalwerth. Man hat 
also den Satz: Mne Summe von positiven Massen, jede mtilti- 
plieirt mit dem Quadrat des Ahstandes ihres Mittelpunktes von 
einem beliebigen Punkie, erreicht ihr Minimum, wenn dieser Punkt 
der Mittelpunkt des Massensystems ist 

Bezeichnet man den Minimalwerth von K mit Kq^-so hat 
man nach Formel (30): 

^0=^^' «ndZ^ = i?' + Z2- (31) 

Die Grosse Kq ist nur von den Massen der Punkte m, 
m', m"y ... und von ihren gegenseitigen Abstanden abhangig. 
Die Formel (31) zeigt, dass K gleich der Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks ist, dessen Katheten JR und K^ sind. 

Vertauscht man den Pol mit einem anderen Oj und 
bezeichnet die entsprechenden Werthe von JB und K mit B.^ 
und JEj, so hat man nach Formel (31) K\=B\-\' K\\ folg- 
lich wird: 

IL\-W = K\— K\ (32) 

Man sieht aus dieser Formel, dass der Mittelpunkt G des 
Massensystems {m, m\ m'\ . . .) in der Ebene desjenigen Krei- 
ses liegt, nach welchem sich die Kugeln von den Radien K 
und JSTj, deren Mittelpunkte und 0^ sind, durchschneiden: 

hat man also K und K^ nach der Formel y ^^^ berechnet, 
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so kann man eine durch den Mittelpunkt G gehende Ebene 
construiren. Hit Hilfe von drei solchen Ebenen ist die Lage 
des Mittelpunktes bestimmt. 
Der durch die Formel 



js:=|/.^^^' 



bestimmte mittlere Radius unter den Radienvectoren r, r, r", . . . 
kann gleich Null und imaginar werden, wenn es unter den 
Massen m, m', m\ . . . negative giebt. 



C, Quadratische Momente in Bezug auf Ebenen. — Tragheitsmomente. — 

Hauptaxen. 

31. Wenn eine continuirliche Masse m in unendlich 
kleine Elemente dm zerlegt ist, die keine endlichen Dimen- 
sionen haben, und wenn r den Abstand eines diesem Elemente 
angehorenden Punktes von einem gegebenen Pole bezeich- 
net, so wollen wir das Product r^dm das elementare quadra- 
tische polar e Moment, und das iiber die ganze Masse ausge- 

dehnte' Integral Jr^dm das qmdratische polare Moment der 

ganzen Masse nennen. Bezeichnet man nun, wie im vorigen §, 



Jr^d 



m 



den Mitielwerth - — — mit K^. so ist K^m der Werth des 

m ' 

quadratischen polaren Moments der ganzen Masse m. 

Das quadratische polare Moment steht im Zusammen- 
hange mit zwei anderen, sehr haufig in der Mechanik vor- 
kommenden Grossen, die man das quadratische Moment hezUg- 
lich einer Ebene und das quadratische Moment hezUglich einer 
Oeraden nennen kann. 

Legt man namlich durch den Pol eine beliebige Ge- 
rade Ox und eine dazu senkrechte Ebene P, bezeichnet mit 
p den Abstand des Elements dm von der Axe Ox und mit 
q den Abstand desselben von der Ebene P, so hat man die 
Relation r^ =p^ -{- g^, also auch: r^dm ^=^p^dm + q^dm. Die 
Grosse p^dm kann man das quadratische Moment des Ele- 
ments dm beziiglich der Axe Ox nennen; doch wollen wir 
fiir dieselbe den allgemein gebrauchlichen Namen „Trdgheits- 
moment^^ beibehalten. Die Grosse q^dm werden wir quadra- 
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tisches Moment des Elementes dm heziiglich der Ehene nennen. 
Die auf die ganze Masse m bezogenen Integrale fp^dm und 
/q^dm heissen dann das Tragheitsmoment der ganzen Masse 
m und deren quadratisches Moment hezuglich der Ehene, 
Da 

Jr^dm = Ji^dm + C^dm^ (1) 

so ist das qtuxdratische polare Moment der ganjseti Masse gleich 
der Summe des TrdgheUsnroments und des quadratischen Mo- 
ments hezuglich der Ehene, 

In der Mechanik hat das Tragheitsmoment die grosste 
Bedeutungy wahrend die quadratischen Momente bezfiglich eines 
Punktes und einer Ebene als Hilfsgrossen angesehen werden, 
die zur Bestimmung des Tragheitsmoments dienen. 

Wir beschranken uns auf die Untersuchung von Massen, 
die lauter positive Elemente haben, da das Moment einer 
Masse^ die auch negative Elemente enthalt, als die DiflFerenz 
zweier Momente angesehen werden kann^ die wie positive 
Massen zu behandeln sind. 

Der Begriff des quadratischen Moments beziigiich einer 
Ebene lasst sich, wie Binet dies thut,*) allgemeiner fassen, 
wenn man dem Perpendikel q auf die gegebene Ebene eine 
zu einer gegebenen Geraden (t) parallele, von dem Element 
dm nach der Ebene P gezogene Linie substituirt. Doch liegt 
kein wesentliches Bediirfniss fur eine solche Verallgemeinerung 
vor^ da man durch Division mit dem Quadrat des Cosinus des 
von der Geraden (C) mit den Normalen der Ebene P gebildeten 
Winkels von dem Falle der senkrechten Abstande q zu dem 
der geneigten flbergehen kann. Gleich wohl werden wir spater 
einen Pall treflfen, wo man geneigte Abstande q zu betrachten hat. 

Das Tragheitsmoment wird oft ersetzt durch die Grosse 



k 



l/Jp*dm 



m ' 
die man den Trdgheitsradius nennt. Es ist dies die Seite eines 



^ „M^moire sur ]a thdorie des axes coDJugu^s et des momens 
d'inertie des corps (1811), in dem Journal de I'fic. Polyt., 16°^^ cahier 
(1813), p. 41. 
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QuadratS; dessen Inhalt das arithmetische Mittel aus den Fla- 
chen der Quadrate p^ ist. Ebenso lasst sich das quadratische 
Moment fq^dm durch die Grosse 



ersetzen, d. h. durch die Seite eines Quadrates, dessen Plache 
das arithmetische Mittel aus den Flachen der Quadrate ^ ist. 
Diese Grosse hat keinen besonderen Namen. Aus Gleichung 
(1) folgt Z^ = A^ + h\ 

33. Bezeichnet man mit p^ den Abstand des Elements 
dm von einer durch einen neuen Pol 0^ gehenden, zu Ox 
parallelen Axe O^x und mit 8 den Abstand der beiden Axen, 
so ist 

p\=p^ ^ 2p8 cos 0*) + *% 
also: 

Jp\dm = Jp^dm — 28 Jp cos {p8)dm + S^m. (2) 

Hierin ist fp cos {p8)dm die Summe der Momente ersten Gra- 
des beziiglich einer durch die Axe Ox gehenden und zu der 
Ebene der Axen Ox und O^x senkrechten Ebene. Bedeutet 
also a den Abstand des Mittelpunktes der Masse m von die- 
ser Ebene, so ist 

fp cos(p8)dm = am, 
folglich wird: 

Jp\dm = fp^dm — 2a8m + 8^m, (3) 

Diese Pormel lasst sich benutzen, um von dem Tragheits- 
momente beziiglich einer gegebenen Axe zu dem Tragheits- 
momente bezuglich einer andern, der ersteren parallelen Axe 
ilberzugehen. Liegt der Mittelpunkt C der Masse m in der 
durch Ox gehenden und auf der Ebene der beiden Axen senk- 
rechten Ebene, so ist a = und die Formel (3) geht iiber in: 

jp\dm = Cp^dm + **m. (4) 

Man sieht aus dieser Formel, dass das Jcleinsfe unter alien 
Trdgheitsm^nenten in Bezug auf die verschiedenen, zu derseJben 
Richtung parallelen Axen dasjenige ist, welches der durch den 
Massenmittelpunkt gehenden Axe entspricht 
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Eine ahnliche Formel wie (3) lasst sich auch fUr das 
quadratische Moment bezQglich einer Ebene aufstellen. Es sei 
Pi eine zu P parallele Ebene, q^ der Abstand des Elements 
dm von ihr und 8 der Abstand der Ebenen P und P^ von ein- 
ander, mit + oder — genommen, je nachdem die Ebene P^ 
auf der Seite der positiven oder negativen q liegt. Es ist 
dann qi = q — tf 5 folglich wird: 

Jql dm =fq^ dm — 2 dfqdm + 6^m. (5) 

Hierin ist fqdm das Moment ersten Grades der Masse m be- 
zuglich der Ebene P; bezeichnet man also den Abstand des 
Mittelpunktes dieser Masse von jener Ebene mit a, so ist 
fqdm == aw; daher wird: 

Jq\dm ==^fq^dm — 2a*m + S^m, (6) 

Geht die "Ebene P durch den Mittelpunkt der Masse m, so ist 
a = und die Formel (6) redacirt sich auf die folgende: 

fqldm =^fq^dm + 8^m. (7) 

Hieraus sieht man, dass das Jcleinste unter alien qtmdratischen 
Momenten in Bezng auf unter einander parallele Ebenen das- 
jenige ist, welches der durch den Mittelpunkt der Masse gehenden 
Ebene entspricht 

33. Betrachten wir nun die Methoden der Bereebnung 
der Momente fr^dm, fp^dm, fq^dm unter der Voraussetzung, 
dass das Element dm durch geradlinige rechtwinklige Coordi- 
naten x, y, z bezuglich der Axen Ox^ Oy, Oz bestimmt ist. 
Es sei r der Abstand dieses Elements vom Ursprung 0, q 
der Abstand von einer durch gehenden Ebene P und p der 
Abstand von einer senkrecht auf P durch gelegten Axe 01, 
Ferner seien cc, p, y die Cosinus der Richtungswinkel der 
Axe 01 gegen die Axen Ox, Oy, Oz, d. h. die Coordinaten 
des Schnittpunktes jener Axe mit einer £ugel vom Radius 1, 
deren Mittelpunkt ist. 

Da nun 

f^ = x^ -\-y^ + z^, q = ax + Py + yz, 
so wird: 

Jr^dm =Jx^dm -\-Jy^dm -^fz^dm, (8) 
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fq^dm = a^fx^dm + fi^fy^dm + 'fjz^dm 

+ 2^yjyzdm + 2yafzxdm + 2a^Jxydm. (9) 

Nach Formel (1) ist aber 

Jjfdm =Jr^dm —J^dm\ 
folglich wird: 

Jp^dm={\ - a^)Jx^dm + {\ - fi^)fy''dm+{l - y^p^dm 

— 2^yjyzdm — 2yajzxdm — 2a^Jxydm. (10) 
Die Bedingung a^ -|- /3^ + y^ = 1 liefert 

1 - «' = /5' + y', 1 — ^2 = a' + y% 1 _ y2 _ ^2 ^ ^2^ 
so dass man dje Gleichung (10) auch schreiben kann: 
fp^dm=a^f(if^-{-z^)dm+^^f(z^+x^)dm+y^f(x^+y'')dm 

— 2^yjyzdm — 2yaf0xdm — 2afijxydm. • (11) 

Die Formeln (8), (9) und (11) zeigen, dass zur Bestiramung 
der Momente fr^dm, fq^dm, fp^dm die folgenden 6 liber die 
Masse m ausgedehnteB Integrale zu berechnen sind: 

Jx^dm, Jy^dm, fz^dm, (12) 

Jyzdm^ Jzxdm, Jxydm, (13) 

Die Integrale (12) sind die quadratischen Momente beziiglich 
der Coordinatenebenen yOZj zOx, xOy. Aus ihnen lassen sich 
die Tragheitsmomente bezuglich der Coordinatenaxen Ox, Oy^ 
OZy namlich die Grossen 

J{y^ + z^)dm, J{z^ + x^)dmj J{x^ + y^)dm 

zusammensetzen, die in Formel (11) als Coefficienten von a^, 
/3*; y^ auftreten. 

Das polare Moment fr^dm ist von den Cosinus cCy fi, y 
unabhangig, wahrend die Momente /g^cim xxndfp^dm homogene 
quadratische Functionen dieser drei Grossen sind^ zwischen 
denen die Bedingung 

«* + ^* + / = 1 (14) 

besteht. 

Sind alle Elemente dm positiv, so sind die Momente 

fq^dm und fp^dm fur jede Richtung der Axe 01 positiv. 

Daher miissen die Ausdriicke (9) und (11) fiir alle der Be- 
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dingung (14) geniigenden Werthe von a, /3, y das Zeichen + 
haben. Bezeichnet man zur Abkiirzung den Aasdruck (9) 
mit F(a, fi, y) und substituirt in demselben fGr a, ^, y irgend 
drei reelle Grossen |, i^^ S, die man als Ooordinaten eines ge- 
wissen Punktes M ansehen kAn, so hat man 

F% V, t) =» 9'fq'dm, (15) 

WO p «= OM und fq^dm das qaadratische Moment beziiglich 
einer durch gehenden und auf OM senkrechten Ebene ist. 
Man sieht hieraus, dass die homogene quadratische Function 

JP(g, fi, g) = I^Ji^dw + rj^fy^dm + t^p^dm 

+ 2riijygdm + 2g|/ia?dfm + 2irijxydm 

fur jedes reelle Werthsystem von |; i^, g das Zeichen + ^^^' 
behalt. Hierzu ist bekanntlich erforderlich, dass die Discri- 
minante 

Jxyd\ 

Jy^dm, 

Jyzdm, 



fxydm, 
Jxzdm, 



m 



Jxzdm 
Jyzdm 
Jz^dm 



Jy^dm, Jyzdm 
Jyzdm, Jz''dm 



J 01? dm ^ Jxydm 
Jxydm, Jy^dm 



und ihre Hauptunterdeterminanten 

Jz^dm, Jxzdm 

Jxzdm, Jx^dm 

sowie auch die Integrate fx^dm, fy^dm, fz^dm positiv sind,*) 
34. Setzt man in Gleichung (15) Q^f^dm= 1, so ist 
die Lage des Punktes M so bestimmt, dass 

Q 



OM^o^ 



Vfi'd 



m 



d. h. dass sein Abstand vom Coordinatenursprung der Quadrat- 
wurzel aus dem quadratischen Moment beziiglich einer zur 
Bichtung dieses Abstands senkrechten Ebene umgekehrt pro- 
portional ist. 



*) Dies ISfist sich auch direct beweisen. S. die Abhandlung von 
Bin at in dem Bulletin des sciences, public par la soci^t^ philomathique, 
d^cembre 1811. Vergl. ferner Note de M. Bertrand am Ende des 
2. Bandes der M^canique analytique von Lagrange, 3™® ^d. (1853). 
Note V. 



I 
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Die Coordinaten eines solchen Punktes erfiillen die Glei- 
cbung zweiten Grades 

die ein Ellipsoid darstellt^ dessen Centrum im Coordinaten- 
ursprung liegt, weil die linke^Seite das Zeichen + far alle 
Werthe von |, ij, g beibehalt. Setzt man zur Abkiirzung 

fx^dm = tty Jy^dm = h, Jz^dm = c, 
Jyzdm = e, Jzxdm = f, Jxydm = g, 
so nimmt die Gleichung jenes Ellipsoides die Form an: 

a|2 ^ ^2 ^ ^g2 J^2enl + 2m + ^V = L (16) 

Die Vertheilung seiner Radienvectoren OM um den Punkt 
bestimmt das Gesetz der Vertheilung der quadratischen Mo- 
'mente fq^dm bezuglich der verschiedenen durch gehenden 
Ebenen. 

In Folge der Bedingung q = — == entspricht die grosse 

Halbaxe des Ellipsoids dem kleinsten Werthe des Moments 
fq^dm und die kleine Halbaxe dem grossten Werthe des 
Moments. 

Jedem zwischen diesen Grenzen liegenden Werthe Q = 
fq^dm entspricht eine unendliche Menge von Axen, welche 
die Bichtungen derjenigen Radienvectoren sind, die nach den 
Schnittpunkten des Ellipsoids (16) mit der Eugel 

|« + ,« + g* = -l (17) 

gehen. Entspricht Q einer der Axen des Ellipsoids, so be- 
rUhrt die Kugel (17) das Ellipsoid (16). Damit die Kugel 
das Ellipsoid beruhre, sind aber folgende Bedingungen er- 
forderlich: 

Dieses Verhaltniss lasst sich auch schreiben: 

folglich hat man 

xdF ^^. idF ^ 18F ^^ 



= 0. ' (19) 
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d.h. 

(« - G)l + ^ij + /•& = 0, 

</! + (6 - Q)n + e%^o, (18) 

/•| + eij + (c-(2)g-=0. 

Zum gleichzeitigen Bestehen dieser Gleichungen ist die Be- 
dingung erforderUch: 

fy e, c — Q 

Diese Gleichung, die fiir Q vom dritten Grade ist, hat bekanntlich 
drei reelle Wurzeln, welche eben die den Axen des Ellipsoids (16) 
entspreehenden quadratischen Momente sind. Bezeichnet man 
also diese Wurzeln mit Qy^, Q^, Q^, so sind 

1 1 1 

Vol' Vol' VQs 

die Halbaxen des Ellipsoids. Substituirt man in Gleichung (18) 
die Wurzel Qr fiir Q, so erhalt man die Gleichungen der- 

jenigen Geraden, auf der die Halbaxe — = liegt. 

W. Thomson*) nennt das das Vertheilungs-Gesetz der 
quadratischen Momente bestimmende Ellipsoid (16) ellipsoid 
of coyistruction. Wir woUen es Grundellipsoid nennen. 

Wahlt man als Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz die Rich- 
tungen der Axen des GrundellipsoidS; so wird in Gleichung (16) 
e = 0, f=0, sf = 0, d.h. 

Jyzdm = 0, Jzxdm = 0, Jxydm = 0. (20) 

Man schliesst hieraus, dass es fur jede Masse m in jedem Punkte 
des Baumes drei zu einander senkrechte Axen gieht, die, wenn 
man sie als Axen eines geradlinigen rechttvinkligen Coordinaten- 
systems wahlt, die Bedingung erfiillen, dass jedes Integral des 
Products des Massenelements in zwei ungleichnamige Coordinaten 
gleich Null ist. Diese Axen hat Euler Hauptaxen genannt; 
man nennt sie auch Trdgheitsaxen. Die quadratischen Momente 
a, b, c (12) bezUglich derjenigen Ebenen, die je zwei Haupt- 

*) In seiner Abhandlung ,,0n the principal axes of a solid body" in 
dem Cambridge and Dublin Math. Journ., ed. by W. Thomson. VoL I 
(1846), p. 202, Anm. 
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axen enthalten, heissen Hauptmomente, Aus ihnen lassen sich 
die Tragheitsmomente bezuglich der Hauptaxen bilden, namlich 

JB=f{0^ + a?)dm = c + a, (21) 

C=f(x^ + f)dm = a + 6; 

man nennt sie HaupUrdgheitsmomefite, 

Die Hauptaxen und Hauptmomente fiir den Mittelpunkt 
der Masse m werden wir Hauptcentralaxen und Hauptcmtral- 
motnente nennen. 

Damit die Coordinatenaxe O^i in die Richtung einer der 
Axen des Grundellipsoids falle, ist genugend, dass in Glei- 
chung (16) nur e = und f=0 sei, d. h. dass 

Jyzdm = und Jzxdm = 0. 

Also geniigen zwei der Bedingungen (20), damit eine der 
Goordinatenaxen eine Hauptaxe der Masse sei. 

Fiir einen gegebenen Punkt existirt nur ein einziges 
bestimmtes Hauptaxensystem, wenn das Grundellipsoid drei 
ungleiche Halbaxen hat, d. h. wenn die Gleichung (19) keine 
gleichen Wurzeln hat. In speciellen Fallen kann aber das 
Grundellipsoid eine Rotationsflache und eine Kugel werden: 
dann giebt es im Punkte unendlich viele Hauptaxen. Im 
ersteren Falle sind die Rotationsaxe und jede auf ihr senk- 
rechte durch den Punkt gehende Axe Hauptaxen; zugleich 
sind alle quadratischen Momente bezuglich der durch die Ro- 
tationsaxe gehenden Ebenen einander gleich. Im zweiten Falle 
ist jede durch das Centrum der Kugel gehende Gerade eine 
Hauptaxe, und die quadratischen Momente bezflglich aller 
durch jenen Punkt gehenden Ebenen sind einander gleich. 

Sind die rechtwinkligen Goordinatenaxen ein System von 
Hauptaxen, so nimmt die Formel (9) und die Gleichung des 
Grundellipsoids die Gestalt an: 

a^' + hfi^ + ct'^l. ^ ^ 

35, Bezeichnet man den Ausdruck (11) mit g){a, /3, y) 
und substituirt fiir a, /3, y die Coordinaten S> ^> 5 eines be- 
liebigen Punktes M, so hat man: 
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Dies zeigt, dass, wenn alle Elemente dm positiv sind, die 
Function 9(1, i^, J;) das Zeichen + ^r jedes System der Grossen 
I, 1^, g beibehalt. Ist nun die Lage des Punktes M speciell 
durch die Gleichung 

Q^jp^dm = 1 

bedingt^ d. h. ist 0M^= - ,--_ eine Grosse, die der Quadrat- 

wurzel aus dem Tragheitsmoment beziiglich der Axe OM um- 
gekehrt proportional ist, so miissen die Coordiuaten 5> ^; 5 
der Gleichung zweiten Grades 9(5, ij, g) = 1, d. h. 

^r + P7?« + C5*-2ci,g-2m-2^|ij = l (23) 

genilgen, welches die Gleichung eines Ellipsoids ist, dessen 
Centrum in liegt. Die Gruppirung der Radienvectoren 
dieses Ellipsoids um den Punkt herum bestimmt das Verthei- 
lungsgesetz der Tragheitsmomente beziiglich der durch den 
Puntt gehenden Axen. Poinsot nennt das Ellipsoid (23) 
das Centraldlipsoid; auch nennt man es Trdgheilsellipsoid. Wir 
wahlen diese letztere Benennung und werden dasjenige Ellipsoid, 
dessen Centrum der Mittelpunkt der Masse m ist, das centrale 
Trdgheitsdlipsoid nennen. 

Wahlt man die Richtungen der Axen des Tragheitsellipsoids 
als Goordinatenaxen Ox, Oy, Ois, so fallen in Gleichung (23) 
die Glieder mit i^g, J;|, |i^ weg, d. h. es ist dann: « = 0, 
/" = 0, ^r = 0. Hieraus folgt, dass die Axen des Trdgheits- 
ellipsoids ebenso tvie die Axen des Grunddlipsoids die Hauptaxen 
der Masse m fur den PunJct sind. Piir diese Axen geht die 
Gleichung (23) und die Formel (11) fiber in: 

Ai' + JBn' + C^'^l, (24) 

fp^dm = Aa'' + JB^^ + CyK (25) 

Die grosste Halbaxe des Tragheitsellipsoids entspricht dem 
kleinsten Tragheitsmoment, die kleinste Axe dem grossten Trag- 
heitsmoment. 

Das Tragheitsallipsoid geht zugleich mit dem Grundellipsoid 
in eine Rotationsflache oder in eine Kugel fiber; denn wenn 

Somoff, Mecbanik. II. 6 
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zwei der drei Grossen a, h, c einander gleich sind, so giebt 
es auch unter den drei Grossen 

A = h'\'Cy B = c-j- a, C=a + 6 

zwei gleiche, und wenn a = 6 = c, so folgt auch A = B = G, 
Im letzteren Falle sind die Tragheitsmomente beziiglich aller 
durch den Punkt gehenden Geraden einander gleich. 

36. Sind die Hauptcentralaxen und die quadratischen 
Hauptcentralmomente a, h, c bekannt, so kann man mit Hilfe 
der Formeln (4), (7), (22) und (25) die Grosse des quadra- 
tischen Moments beziiglich jeder gegebenen Ebene und die 
Grosse des Tragheitsmoments beziiglich jeder gegebenen Ge- 
raden finden; auch lassen sich dann die Hauptaxen fiir jeden 
gegebenen Punkt bestimmen. 

Gesetzt, der Ursprung der Coordinaten x, y, z sei der 
Mittelpunkt der Masse w, die Coordinatenaxen seien die Haupt- 
centralaxen der Masse iw, 0\x,y,d) sei ein beliebig gewahlter 
Punkt, O'l eine beliebige, durch 0' gelegte Gerade, a, /3, y die 
Cosinus der Winkel, welche diese Gerade mit den Coordinaten- 
axen bildet, P die zu O'l senkrechte, durch 0' gehende EKene, 
8 der Abstand des Punktes von der Ebene P und fq\dm 
das quadratische Moment beziiglich dieser Ebene. 

Nach Formel (7) ist: 

Jq\dm =J^dm -f- S^m\ 

Formel (22) giebt f^dm = aa^ + 6/3^ + cy^, wahrend aus 
der Gleichung der Ebene P folgt tf = aa? -f- /3y -f- y0] folg- 
lich wird: 

fqldm = aa^ + ft/S^ ^ ^^2 ^ (^^ + /3y -f y^fm, (26) 

Bezeichnet femer fpldm das Tragheitsmoment beziiglich der 
Axe O'l J so findet man aus den Formeln (4) und (25): 

fpldm=Aa^+Bfi^+Cy''+[(x''+y^+^-(ax+fiy+y0y]m.(21) 

Die Gleichung (26) liefert die Gleichung des Grundellipsoids 
fiir den Punkt 0', namlich: 

ai' + ifl^ + c^' + mixH + yn-i-eiy^l, (28) 
worin |, rj, g die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Flache in Bezug auf Ax en sind, deren Ursprung in 0' und 
die den Hauptcentralaxen Ox, Oy, Oz parallel sind. 
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Nach § 34 kann man nun die Gleichungen einer der 
Hauptaxen fur den Punkt 0' finden. Bedeutet Q die Grosse 
des quadratischen Moments fq\dm und setzt man zur Ab- 
kurzung 

s = xi + yrj + et, 

so findet man fQr eine der Hauptaxen. des Punktes 0' die 
Gleichungen: 

(a — ())| + ^^^ = 0, 

(h — Q)ri + msy = 0, (29) 

(c — Q)i + ^sz = 0. 

Eliminirt man aus denselben |^ rj, g, so erhalt man die Be- 
dingung fiir das gleichzeitige Bestehen dieser Gleichungen in 
der Form: 

■ iQ-a)(Q-b){Q-c)- 
-ma?iQ-b) {Q-c)-my\Q-c) {Q-a)-mz^ {Q-a) (§- 1) = 0. (30) 

Diese Gleichung lasst sich leicht auf die Gleichung (3) S. 122 
der Kinematik reduciren, deren Wurzeln die elliptischen Co- 
ordinaten des Punktes 0'{x,y,z) sind. Um dies zu zeigen^ 
wahlen wir eine Grosse K, die grosser als die Momente a^ h, c, 
sonst aber beliebig sein soil, und setzen 

= «3, (31) 

(32) 

Fuhren wir nun in die Gleichungen (30) und (29) statt a, 6, c, Q 
ihre aus (31) und (32) bestimmten Werthe ein, so nimmt (30) 
die Gestalt an 

(A + ai)(;i+a2)(A + a3) — 
-a:2(^+a,)(A+a3)-yX^+%)(A+«i)"-^a+«i)(A+a2)=0,(33) 
wahrend die Gleichungen (29) libergehen in: 

(«i + ^)l — 5a? = 0, 

(«2 + ^)n -sy = 0, (34) 

(a8 + A)g — 5^ = 0. 

1st a < 6 < c, so hat man a^ > a2 > ^s; ^^^ ^^® Wurzeln der 
Gleichung (33), die wir mit A^, Ag, Ag bezeichnen, liegen zwischen 
den auf S. 123 der Einematik gegebenen Grenzen, namlich: 

+ oo > Aj > — as > Ag > — ^2 > ^8 > — «'i- (35) 

6* 



K a Kb 


K- c 
m 


«-^ A. 
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Die Grossen l^, Ag, A3 sind die elliptischen Coordinaten des 
Punktes 0'; die erste derselben bestimmt ein Ellipsoid (A^), 
die zweite ein einmanteliges Hyperboloid (Ag) und die dritte 
ein zweimanteliges Hyperboloid (A3); alle drei Plachen sind 
confocal mit dem auf den Hauptcentralaxen Ox^ Oy, O0 con- 
struirten Ellipsoid 

f + ^ + |-=l^ (36) 

fur dessen Hauptschnitte die Quadrate der Excentricitaten sind: 
b — a c — a c — b 

tti da = , di do = , da do =B • 

Setzt man ^ = a + 6 + c, so erhalt man aus den For- 
meln (31): 

_A _B _^: 

d-t — — ■ da ^'^ • da — — : 

folglich sind ^d^ , "j/o^, l/o^ die Tragheitsradien bezuglich der 
Axen Oxy Oy, Oz. 

Wir schliessen hieraus, dass die elliptischen Coordindten- 
fldchen (Aj), (Ag), (A3) confocdl sind mit demjenigen EUipsoid, 
das 0u HdTbdxen die duf den Hduptcentrdldxen dufgetrdgenen 
Tragheitsradien hemglich dieser Axen hat 

Die Gleichuugen (34), welche eine der Hauptaxen des 
Punktes 0' darstellen, lassen sich auch in der folgenden Form 
schreiben: 

hierbei sind die rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Grossen 
proportional den Cosinus der Winkel, die der Diflferentialpara- 
meter fc, der Coordinate A,- mit den Axen Ox, Oy, Oz bildet; 
es ist also: 

g : 1^ : g = cos (hix) : cos Qiiy) : cos (hiZ). 

Dies zeigt, dass die Hduptdxen fUr den Punkt 0' die Rich- 
tungen der Differentialparameter der elliptischen Coordinaten jenes 
Punktes hahen, d. h, die Richtungen der Normalen der drei ortho- 
gonalen Fldchen (AJ, (Ag), (A3). 

Mit Hilfe der elliptischen Coordinaten A^, Ag, A3 lassen 
sich die quadratischen Momente fiir den Punkt 0' leicht be- 
stimmen. Bezeichnet man mit d, V, c die Momente, welche 
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den zu hj^y h^, h^ senkrechten Ebeoeo entsprechen^ so hat 
man, da nach Formel (31) und (32) 

(g — a = («! + l)in, Q — b = (a^ + ^)fn, Q — c = (og + A)m 

ist, wenn man A = Aj, Ag, A3 und Q = a', b\ c setzt: 

o' — a=(aj4-Ai)m, a — 6=(a2+Ai)m, a'--c=(a3+Ai)w, 
6'--a=(ai+A2)w, V — 6=(a2+A^)w, V — c=(a^-\-X^my (37) 
c' — «=(«i+^3)^> ^' — & = («2+A3)w, c' — c=(a3+Ag)m. 
Man dieht hieraus, dass die Differenzen zwischen den quadra- 
tischen Hauptmomenten des PunJctes 0' und dein centralen qua- 
draHschen Moments gUkh sind der Masse, multiplkirt mit den 
Quadraten derjenigen Halbaxen der confocalen Flachen (AJ, (Ag), 
(A3), welche die Bichtung der centralen Hauptaxe hahen, die diesem 
centralen Moniente entspricht, 

1st r der Abstand 00\ so hat man nach Formel (14) 
S. 131 der Kinematik: ^ 

r^ = ai + ^2 + «3 + ^1 + ^^2 + ^3; 
d.h. 

r' = i{a+V + c'^a-l^c). (38) 

Bezeichnet man mit A\ B\ C die Haupttragheitsmomente ffir 
den Punkt 0' beziiglich der Axen h^, h^, \, so erhalt man 
mit Zuziehung der Formehi (37) und (38): 

A' = (r^ — Ajm, B' = (r^ - Ag)m, C = (r^ - k^)m, (39) 

Die hier vorgetragene Methode der Ableitung der Haupt- 
axen und Hauptmomente in einem gegebenen Punkte aus den 
Hauptcentralaxen und Hauptmomenten ruhrt von Binet her,*) 

37. Betrachten wir nun die speciellen Falle, in denen es 
unter den Hauptcentralmomenten a, h, c gleiche giebt. Ge- 
setzt es sei 6 = c und a < 65 dann ist ag = Og und Ag = — a^; 
daher sind bei dem einmanteligen Hyperboloid (Ag) die beiden 
in der Coordinatenebene yOz liegenden Halbaxen gleich Null, 

*) S. die S. 73, Anm., citirte Abhandlnng. Die Bemerkung, dass 

die Halbaxen }^, V^i V^ die Tragheitsradien bez^lich der Haupt- 
centralaxen sind, wenn man fiir K den Werth K = a -]- b -{- c wahlt, 
ist yon Townsend gemacbt worden; s. dessen Abhandlung „0n prin- 
cipal siiXes of a body, their moments of inertia and distribution in space" 
in dem Cambridge and Dublin Math. Joum., Vol. I (1846). 
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so dass dasselbe in zwei durch die Axe Ox gehende Ebenen 
degenerirt. Zu gleicher Zeit gehen das Ellipsoid (A^) und das 
zweimantelige Hjperboloid (A3) in Rotationsflachen mit Ox als 
Rotationsaxe liber. 1st dagegen a = b und c > a, so wird 
«! = ag ; in diesem Falle ist A3 = — a^ und die beiden in der 
Ebene xOy liegenden Axen des zweimanteligen Hyperboloids 
(A3) sind gleich Null. Dadurch degenerirt dasselbe in zwei 
durch die Axe O0 gehende Ebenen, wahrend das Ellipsoid (A^) 
und das Hjperboloid (Ag) Rotationsflachen um jene Axe werden. 
Endlich im Falle a = b = c hat man aj=a2=a3, A2=A3= — a^. 
Das Ellipsoid (Aj) geht in eine Kugel vom Radius r iiber. 
Wenn man auf diesen Fall von dem Falle ag = % kommt, 
indem man noch a^ == a^ setzt, so verwandelt sich dabei das 
Hyperboloid (Ag) in zwei durch die Axe Ox gehende Ebenen 
und das Hyperboloid (A3) in einen Rotationskegel um dieselbe 
Axe. Geht man aber von dem Falle a^ = a^ darauf iiber, 
indem man weiter % = % setzt, so wird (Ag) zu einem Rota- 
tionskegel um 0^ und (A3) degenerirt in zwei durch eben diese 
Axe gehende Ebenen. Im letzten Falle, bei a^= a2 = %, ist 
eine der Hauptaxen im Punkte 0' die Verbindungslinie dieses 
Punktes mit dem Massenmittelpunkte 0, die beiden andern 
aber sind beliebig in der darauf senkrechten Ebene- wahlbar; 
denn 6' = c' = a (s. Formel 37). Ueberdies ist a' = r^m + a, 
woraus hervorgeht, dass das Moment a dem Centralmomente 
a nur in dem Falle r = gleich sein kann. 

Sind also alle drei quadratischen Hatiptcentrdlmomente einander 
gleich J so sind in jedem nicht im Massenmittelpunkte gelegenen 
Punkte zwei quadratische Hauptmomente gleich dem Central- 
momente, das dritte aber ist grosser. Die Haupttragheitsmomente 
im Punkte 0' haben im vorliegenden Falle die Werthe: 

A' = 2a, B' = 2a + r^m, C === 2a + r^m. 
Zwei von diesen Momenten sind also einander gleich, das 
dritte ist kleiner. Es ist aus diesen Ausdriicken der Haupt- 
momente ersichtlich, dass es ausser dem Massenmittelpunkte 
keinen weiteren Punkt giebt, fiir den alle drei Hauptmomente 
gleich waren. 

38. Setzen wir nun voraus, dass die Centralmomente 
a, 6, c nicht alle einer und derselben Grosse gleich sind, und 
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untersuchen wir, ob es nicht einen Punkt 0' giebt, fiir den 
zwei der Momente a y h\ c einander gleich waren. 

Um der Bedingung V = c zu geniigen, ist erforderlich, 
dass A2 = A3 wird (wie aus den Gleichungen (37) ersichtlich); 
folglich muss die Gleichung (33) in diesem Falle zwei gleiehe 
Wurzeln haben. Die Grenzen der Wurzeln dieser Gleichung 
zeigen, dass man A2 === A3 = — a^ zu setzen hat. Substituirt 
man — ag fur A in Gleichung (33), so findet sich y = 0; 
setzt man nun in derselben Gleichung y = und dividirt 
durch A 4- ^2; so miiss man eine Gleichung erhalten, die noch 
eine Wurzel — a^ hat; daher ist 

(»! — 02) («3 — ^2) — ^^K — ^2) — ^^(«i — ^2) = 0; 

oder 

-^ ^^ = 1; (40) 

mithin liegt der Punkt 0' in der Ebene zOx auf einer Hy- 
perbel, deren Halbaxen die Excentricitaten der Schnittcurve 
jener Ebene mit dem Ellipsoid (36) sind. Man nennt eine 
seiche Hyperbel Focalhyperhel. 

Um der Bedingung a=V zu geniigen, hat man X^=zX^z= — a^ 
zu setzen; dadurch wird z =^0 und 

-^^4-— ^^ = 15 (41) 

also liegt 0' in der Ebene xOy auf einer Ellipse, deren Halb- 
axen die Excentricitaten der Schnittcurve des Ellipsoids (36) 
mit der Ebene xOy sind. Man nennt diese Curve FocaleUipse, 

Die Axe Ox schneidet die Hyperbel (40) im Punkte z = 0, 

^ = it y^i — ^2 y ^^^ ^^® Ellipse (41) im Punkte J/ = 0, 
:r = + Ya^ — ag. Da a^ nicht gleich a2 ist, so haben die 
beiden Curven keine gemeinschaftlichen Punkte, d. h. wenn die 
drei Hauptcmtralmomente a, b, c verschieden sind, so giebt es 
Jceine FunJcte mit drei glekhen Hatyptmomenten. 

39, Gesetzt, es sei b = c, d. h. 02=^^3] untersuchen 
wir nun, wie in diesem Falle der Bedingung 6' == c' geniigt 
werden kann. Es erfordert dies, dass Ag = A3 = — a2 = — ^3 
sei; dazu ist aber nothwendig (s. Gleichung (33)), dass y = 0, 



X 
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= und a?^ == Ai + a^ wird; mithin liegen in diesem Falle 
alle Punkte, die zwei gleiche Momente b' und c' haben, auf 
der Axe Ox, und jeder Punkt dieser Axe hat jene Eigenschaft. 
Unter denselben giebt es zwei Punkte^ f&r die alle drei Mo- 
mente a, V, c' einander gleich sind. 

Um namlich der Bedingung a' =^ 6' = c zu geniigen, 
hat man zu setzen A^ = A^ = A3 = — %, d. h. also: 01? =^a^ — a^\ 
hieraus folgt: 

=±>^^r=^.=±l/^=+l/^- (42) 

Da aber 6 > a, A> B ist, so ist dieser Werth von x reell; 
er bestimmt den Abstand derjenigen beiden Punkte vom 
Massenmittelpunkte, welche die Eigenschaft haben, dass fiir 
sie die drei Hauptmomente einander gleich sind. 

GehL man davon aus, 6 = c zu setzen und sucht die 
Punkte, fiir welche a = 6' wird, so hat man A^ = Ag = — ag 
zu setzen; dies liefert aber y = 0, = 0, ^i + A3 = ;r^, was 
auf den vorigen Schluss zuruckfiihrt. 

Setzen wir endlich a = 6, d. h. a^ = ag iind suchen wir 
einen Punkt zu bestimmen, fiir den 6' = c ist. Um dieser 
Bedingung zu geniigen, hat man A2 = A3 = — a^ zu setzen; 
hiermit giebt die Gleichung (33) ic = 0, y = 0, a3 + Aj = ^s^; 
folglich liegen die Punkte, fiir welche die zwei Hauptmomente 
h' und c gleich sind, auf der Axe 00, und jeder Punkt dieser 
Axe hat jene Eigenschaft. Zu demselben Resultat gelangt 
man, wenn man a = 6' setzt. Wenn im Falle a = h alle 
drei Momente a, V, c einander gleich sein soUen, so muss 
man A^ = Ag = A3 = — a^ setzen; dann wird 0^ = a^ — a^ 

und =ya^ — «!. Da nun a^ > a^ ist, so ist dieser Ausdruck 
imaginar. In diesem Falle giebt es also keine Punkte mit 
drei gleichen Hauptmomenten. 

Punkte mit drei gleichen Hauptmomenten existiren also nur in 
dem Falle, wenn 0Wei quadratische Hauptcentralmomente gleich und 
das dritte Jdeiner als die andem ist, oder wenn 0wei HaupUrdg- 
heitsmomente gleich, wnd das dritte grosser ist als jene. Soldier 
Punkte giebt es 0wei: sie liegen auf der dem grosseren centralen 
Trdgheitsmomente entsprecJienden Axe, in gleichen Abstdnden vom 
Massenmittelpunkt, und dieser Abstand ist gleich der Quudrat- 
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wurgd a%is der Differenz der Qufidrate des grbsseren und des 
Jcleineren Trdgheitsradius (s. Formel (42)). 

40. Behandeln wir nun die Aufgabe: einen Punkt x^ y, z 
zu finden^ fUr den die drei quadratischen Hauptmomente ge* 
gebene Werthe a\ V, c haben; dabei seien die quadratischen 
Hauptcentralmomente a, h^ c als bekannt vorausgesetzt. 

Nach den in der Einematik S. 130 entwickelten Formeln 
zur Darstellung der geradlinigen Coordinaten als Functionen 
der elliptischen findet man mit Beachtung der Gleichungen (37) 
die geradlinigen Coordinaten des gesuchten Punktes bezUglich 
der Hauptcentralaxen in der Form: 



„ I 7/( q^ — q) (fe^ — a) {c — a) 

=t r (b - a){c — a)m ' 

, -, / (a-'^^)"(F~~ fe) {c -^ b) 
y —V {c — b)(a — b)m ' 

Mit Beriicksichtigung der Vorzeichen erhalt man hiernach 
8 Punkte^ die beziiglich der Coordinatenebenen symmetrisch 
gelegen sind. Mit Hilfe der Formeln (34) ergeben sich dann 
die Gleichungen der Hauptaxen im Punkte {x, y, z), 

41. Aus den Formeln (37) sieht man^ dass alle Punkte^ 
far die eines der quadratischen Hauptmomente a\ b\ c einen 
gegebenen Werth hat, auf der Flache zweiter Ordnung (A,) 
liegen: 

^* 4- y' J- ^' — 1 . 



Oi + ^»- ' «a + h «8 + ^t 

somit liegen die Punkte, fiir welche die beiden Momente a' 
und 6' gegebene Werthe besitzen, auf der Schnittcurve der 
Flachen (A^) und (A,). 

Alle Punkte, fiir die eins der Haupttragheitsmomente A\ 
JB\ C einen gegebenen Werth hat, liegen auf einer Flache 
4*®' Ordnung, die man die FresneTsche Wellenfldche nennt 

Bezeichnet man namlich mit h einen der Tragheitsradien 1/ — , 

1/ — y\/~ ^^^ ™^* ^ ^^^ entsprechenden Werth Aj, Ag, Ag, 
so hat man nach den Formeln (39) X=r^ — A^ = ic* + J/* + ^ — ^^5 
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wenn man diesen Werth von A in die Gleichung (33) substi- 
tuirt^ so erhalt man die Gleichung der gesuchten Flache: 

(^2 ^ y2 + ^2) f^2(^2 _ ^J + y2Q,2 - a,) + ^ (h^ - a,)] 

— c^Qi^ — a,) {2h^ — % — ^s) 

— y'(A' - a,) {2h' -a,- a,) 

— z^Qi^ — ag) (2h^ — a^ — ^2) 
+ (Ji^ — %) (^2 — ^2) (^^ — ^s) = 0; 

hierin ist h^ als constant zu betrachten. Die Gleichung lasst 
sich auch in folgender Form schreiben: 



42, Es giebt Falle, in denen man die Richtungen der 
Hauptaxen finden kann, ohne die Gleichung des Grundellipsoids 
aufzustellen ; man hat dann die folgenden Bemerkimgen zu 
beachten. 

Gesetzt; die Elemente dm der gegebenen Masse m seien 
alle symmetrisch beztiglich einer Ebene P gelegen, d. h. alle 
Elemente haben paarweise gleiche Massen und jedes Paar 
solcher Massen liege auf einem Perpendikel zur Ebene P, in 
gleichem Abstande von dieser letzteren. In diesem Falle ist 
das in einem beliebigen Punkte der Ebene P auf dieser 
errichtete Perpendikel eine der Hauptaxen des Punktes 0. Um 
dies zu beweisen, wahlen wir als Ursprung der geradlinigen 
rechtwinkligen Goordinaten x, y^ z und die Axe Oz senkrecht 
zur Ebene P. Dann entspricht einem Elemente dm, dessen 
Coordinaten x, y, z sind, ein anderes Element von gleicher 
Masse^ dessen Coordinaten x, y, — z sind. Daher sind in 
jedem der Integrale fyzdm und fzxdm die Elemente paar- 
weise gleich und von entgegengesetztem Zeichen; folglich ist: 

fyzdm = und fzxdm = 0; 

dies ist aber die Bedingung dafUr^ dass die Axe Oz eine Haupt- 
axe fur den Punkt ist (s. § 34). 

Ist P' eine zu P senkrechte Ebene, welche die Masse m 
gleichfalls symmetrisch theilt, so sind die in einem beliebigen 
Punkte ihres Durchschnitts auf den Ebenen errichteten Per- 
pendikel zwei Hauptaxen far den Punkt und die Schnitt- 
linie selbst ist die dritte Hauptaxe. Hieraus folgt zugleich^ 
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dass drei auf einander senkrechte Symmetrieebenen sich in 
Geradeii schneiden, die die Haupta^n fur ihren Schnittpunkt 
sind; dberdies sind sie die Hauptcentralaxen, denn ihr Schnitt- 
punkt ist der Massenmittelpunkt. 

Wir wollen nun dieae Methode, die Hanptaxen zu finden, durch 
Beispiele erl9.utern und zagleich einige Beispiele fiir die Berechnung der 
Hanptmomente geben. 

1) Hauptaxen und Hauptmomente eines homogeneti rechtwinkligen 
ParcUlelepipedons. 

Die drei Ebenen, die durch die Mitten dreier zusammenstossender 
Eantenjgehen und auf den Kanten senkrecht stehen, sind Symmetrieebenen 
fiir die Massenelemente des Parallelepipedons. Daher ist ihr Schnitt- 
punkt der Massenmittelpunkt^ und ihre Schnittlinien sind die Haupt- 
centralaxen. 

Wahlen wir diese Geraden zu Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz und 
bezeichnen wir die L3.uge der Eanten des Parallelepipedons mit p^ g, r 
und die Dichtigkeit seiner Masse mit q; dann findet man fur die qua- 
dratischen Hauptcentralmomente die Ausdrucke: 

a =^Jx'dm = gjx^dxdydz = -hP^^^Q "^ ^^P^i 
hieraus erhH.lt man die HauptcentraltrS^heitsmomente : 

Das Tragheitsmoment M beziiglich einer Axe, die durch den Massen- 
mittelpunkt geht und mit den Eanten die Winkel X, fi, v einschliesst, 
ist durch die Formel ausgedriickt: 

m 

M => — [(2* + r*) cos' l + ir^ + p*) cos' fi + (i>' + 2*) cos' v] 

== — (p' sin* I -\- q* sin' /it + r' sin' v). 

Das Moment in Bezug auf eine der vorigen parallele Axe im Abstand d 
von jener ist 3f + d'm. 

Fiir die Tragheitsmomente in Bezug auf die Eanten des Parallel- 
epipedons hat man: 

Fiir parallele Eanten sind die Momente gleich, well solche Eanten 
gleichen Abstand von dem Massenmittelpunkt habeo. 

2) Hauptaxen und Hauptmomente eines homogenen Ellipsoids, 
Eb sei 



p' ^ 2' ^ r' 
,die auf die Axen bezogene Gleichung des Ellipsoids. 
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Da die Hauptdiametralebenen dieser Fl9.che Symmetrieebenen der 
Masse m des Ellipsoids sind^ so sind ihre Scbnittlinien, d. b. die Axen 
der Flacbe, die Hauptcentralaxen der Masse des Ellipsoids. 

1st Q die Dicbtigkeit des Ellipsoids, so wird: 



a - ,f.^a. 



dydz = — nqp^q^r = y p' 



6 = - a", c = - r'. 
Hierauf erb^lt man die Hauptcentraltr3,gbeitsmomente: 

sowie die allgemeine Formel 

ilf = -r {p^ sin* >l + 2* ^^^^ f* + *** ^i^* *) 
5 

filr das Tr3;gbeit8moment beziiglicb einer Axe^ die durcb das Centrum 
des Ellipsoids gebt nnd mit den Axen desselben die Winkel X, ft, y 
bildet. 

Ist das Ellipsoid eine Rotationsflacbe um die Axe Ox^ so ist g = r, 
also wird: 

Ist /• > p , d. b. ist das Ellipsoid nacb der Rotationsaxe abgeplattet, 
so ist Jl > JB. In diesem Falle giebt es (s. § 39) auf der Axe Ox zwei 
Punkte mit drei gleicben Hauptmomenten. Diese Punkte liegen im 
Abstand 



vom Centrum des Ellipsoids. 

Ist das Ellipsoid eine Kugel, so wird p =z q^ r-^ folglicb bat man 
in diesem Falle: M=A=^B^C=^ ^mr^ =^nQr^. 

Da das Moment der Differenz zweier Massen beziiglicb einer ge- 
gebenen Axe gleicb ist der Differenz der Momente der einzelnen Massen 
beziiglicb dieser Axe, so ist das Moment einer bomogenen Kugelscbicbt, 
die von zwei concentriscben Eugeln von den Radien r und r' ein- 
gescblossen wird, gleicb 

Filr eine Scbicbt von unendlicb kleiner Dicke dr bat man r' ^^^ r -{- dr 
zu setzen. Man erb3.lt dann mit Vemacbl3,8sigung von unendlicb kleinen 
Grdssen bOberer Ordnung: 

I ngr^dr, (a) 

Mit Hilfe dieser Formel kann man das Differential des Tragbeitsmoments 
einer nicbt bomogenen Eugelmasse vom Radius B erbalten, wenn die 
Dicbtigkeit eine Function des Abstands des Punktes vom Eugelcen- 
trum ist. 
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Bezeichnet man diesen Abstand mit r und setzt q =» f{r), so hat 
man in Formal (a) das Differential des Tragheitsmoments der Masse in 
Bezug auf eine beliebige durch das Kagelcentram gebende Gerade; das 
totale TrSlgheitsmoment ist daher: 

inff(r)r*dr. 



3) TragheitscLxen und Trdgheitsmomente einer homogenen Masse, die 
von einer Rotationsfldche und von den Ebenen zweier ParaUelkreise be- 
grenzt ist, 

Jede durch die Rotationsaxe gehende Ebene ist eine Symmetrieebene 
dieser Masse; daher ist die Rotationsaxe eine der Hauptaxen fur jeden 
anf ibr liegenden Pnnkt. Die quadratischen Momenta bezCiglich zweier, 
durch diese Axe gehender Ebenen sind einander gleich; daher ist das 
Grundellipsoid fiir jeden Punkt der Rotationsaxe eine Rotationsfl&che 
um diese Axe; also ist jede in einem Punkt der Rotationsaxe auf ihr 
errichtete Senkrechte eine Hauptaxe fSr diesen Punkt. 

Als Ursprung der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z w3.hlen wir 
einen beliebigen Punkt auf der* Rotationsaxe, als a;- Axe die Rich- 
tung der Rotationsaxe und die Axen Oy und Oz irgendwie senkrecht 
darauf. 

Man sieht leicht, dass man dann hat: 

d. h. 

Man braucht also zur Bestimmung der drei Hauptmomente A, B^ C 
nur die zwei Grdssen A und a. 

Es sei r der Abstand des Elements dm von der Axe Ox, q) der 

Winkel, den die Richtung von r mit der Ebene xOy bildet , Yy* + ^r* = f(x) 
die Gleichung der Rotationsflache und q die Dichtigkeit der Masse m. 
Dann ist 

dm =s Qrdrd<pdx, y* -j- 5r'.= r*, 

A = Qjr^drdtpdx, a =Jx*dm == qCx^rdrdfpdx, m =» qjrdrdtpdx, 

wo die Integration nach qp von bis 23r auszudehnen ist, die nach r 
von bis r =3 f{pc) und endlich die nach x zwischen denjenigen Werthen 
dieser Coordinate , welche den die Masse m begrenzenden Parallelkreisen 
entsprechen. Bezeichnet man diese Werthe mit a und ^ und setzt 
€c <C § voraus, so folgt: 



^ t^ & 

A = ^nQj[f{x)]*dXt a = nQjx^[f{x)]*dx, m = nqJ[f(x)Ydx, 



if>) 



SpecieUe Falle. 1) Itotationscylinder von der Hohe h und einei' Basis 
vom Radius r. 

In diesem Falle ist f(x) eine constante GrOsse r. W3.hlt man den 
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Punkt im Massenmittelpunkte des Cylinders^ so ist a = — ^ li, 
P = + ^ /i , und die Formeln (6) geben: 

folglich ist: 

2) BotcUionskegel von der Hohe h und einer Basis vom Badius B, 
Yerlegt man den Coordioatenursprung O in die Spitze des Kegels, 

B 

so ist f{x) = -r-^ » ^^^ die Formeln (6) liefern: 

IV 

A ==^ -^ mB* y a = |m/i*; 
folglich wird 

Fiir das TrUgheitsmoment bezuglich einer Axe, die durch den Massen- 
mittelpunkt geht und auf der Kegelaxe senkrecht stebt, ergiebt sich 
der Werth 

43a Es giebt Falle^ in denen man unmittelbar ein System 
schiefwinkliger Axen Ox, Oy, Oz finden kann^ die, wenn man 
sie als geradlinige Goordinatenaxen der x, y, z wahlt, die- 
selben Bedingungen erfiillen, wie die Hauptaxen der Masse^ 
namlich die Bedingungen: 

Jyzdm = Oy J*zxdm = 0, Jxydm = 0. (43) 

Binet hat in seiner Abhandlung ^^Sur la theorie des axes con- 
jugues et des momens d'inertie des corps" gezeigt, dass solche 
Axen ein System conjugirter Diameter eines Ellipsoids dar- 
stellen, dessen Gleichung beziiglich dieser Axe 

- + ? + -=! (44) 

ist^ mit 

a^ = fx^dm, &i = jy^dmy q = fz^dm^ (45) 

unj dass die Hauptdiameter dieses Ellipsoids die Hauptaxen 
der Masse m im Punkte sind.*) 

Das zu Oxj Oy, Oz complementare Axensystem, welches 
von den Normalen 0|, Orj, Og <der Ebenen yOz, zOx, xOy 

*) Den Beweis fur diesen Satz und seine Anwendung auf Beispiele 
findet man in einer Abhandlung, die der Yerfasser im Jahre 1857 der 
Eaiserl. Akademie der Wissenschaften zu Petersburg vorgelegt hat, s. 
Bulletin phys.-math^m., T. XII, Nr. 12 und 13. 
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gebildet wird, ist ein System conjugirter Diameter des Grund- 
ellipsoids (16). 

Wir werden zuerst diesen zweiten Satz beweisen und dann 
daraus den obigen Binet'schen Satz ableiten. 

TVir gehen zu diesem Zweck von dem Ausdrucke des 
quadratischen Moments Q beziiglich einer beliebigen durch 
den Pankt gehenden Ebene F aus. Sind wieder a, /3, y 
die Cosinus der Winkel, welche die Normale 01 der Ebene P 
mit den Coordinatenaxen bildet^ und ist q der Abstand eines 
Punktes m (x, y, z) von der Ebene P, so hat man: 

gr e= aip + ^y + 7^' 
Daher findet man mit Beriicksichtigung der Bedingungen (43) 

Q =^Jq^dm = a^Joi?dm + ^^Jy^dm + y^Jz^dm 

oder: 

<2 = Oia* + 6,^^ + c.y«. (46) 

Tragt man auf Ql eine Strecke 0M= q = — auf und be- 

zeichnet mit 1,1^,2 die Coordinaten des Punktes JIf beziiglich 
der Axen 0|, Oi^, Og, so ist 

a = Qi^ooB{ix), ^ = (2Scos(iyi/), y = Q^^cos (t^), 
wodurch die Gleichung (46) tibergeht in 

«! cos^(|it;)g^ + &i C08^(ifiy)rj^ + c^ eos2(g;2^)£;2 = 1 , 
oder 

aT + 6V + c'£' = l, (47) 

indem man 

«! cos^(lir) = a', hiC08^(riy) = h\ CiCos^{^z) = c 

setzt. Aus der Construction des Radiusvectors p = —=-. folgt, 

dass der geometrische Ort .der Punkte M das Grundellipsoid 
ist; folglich ist (47) die Gleichung desselben beziiglich der 
Axen 0|, Orj, Og. Diese Gleichung enthalt die Producte 
Vtj 56? ^V ijicht; daher sind die Axen Og, Orjy Og conjugirte 
Diameter des Grundellipsoids, was zu beweisen war. Da femer 

a:cos(6ic), ycos(i2y), z cos{^z) 

die vom Punkte m auf die Ebenen yOZy zOx, xOy gefallten 
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Perpendikel sind, so sind die Coefficienten der Gleichung (47), 
namlich 

a =foc^ co3^{l^x) dm, V =fy^ coa^ (riy)dm, c = A* cos\iz)dm, 

die quadratischen Momente beziiglich dieser Ebeneu. 

Bezeichnet man mit a^, a^, a^ die Cosinus der Winkel 
yOz, zOx, xOy, mit /I die Determinante 

= 1 — a\ — a\ — ftg + 2a^a,2a^ und mit z/^, die 
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Derivirte derselben nach dem Elemente der r**" Reihe und 
s**" Colonne, so hat man nach den Formeln (7) und (8) des 
Capitels VIII der Kinematik (S. 149) 

cos (!») =T//-, cos (i}y) =\ ■^, cos i^z) =V ^ ; 



daher wird: 



a — ^— , — -^— , c ^— 

-"11 ^22 -"88 



Diese Formeln dienen zur Berechnung der Grossen a , 6', c , 
wenn die drei Integrale (45) gefanden sind. Nach den For- 
meln (9) und (10) des Capitels VIE der Kinematik (S. 150) 
findet man die Cosinus der Winkel i^Og, £0|, S^i^, namlich: 

^28 ^, ^81 ^^ ^\% 



^v=77^^=^y ^2 = r7=^=> ^3 = 



y ^22 ^88 ' V^^88 4 1 ' 1^4 1 ^22 

Die Gleichung 

i' + v' + t' + 2a>,rii + 2a>,U + 2c)3gij = ^ 

ist die einer Eugel vom Mittelpunkte und vom Radius 
Q = — = . 1st nun Q eins der quadratischen Hauptmomente, 

so beriihrt diese Eugel das Ellipsoid (47) in den Endpunkten 
einer seiner Axen, und. die Bedingung der Beruhrung liefert: 

«'S = ^ . ^lA = n. ug) 

hieraus erhalt man die Gleichungen einer der Axen des Ellip- 
soids, d, h. einer der Hauptaxen der Masse m: 
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f 1 — ^)l + (OsV + 025=0, 

oa + <o,f} + (i - ^y = 0. 



(49) 



Eliminirt man hieraus i, if, ij so erhalt man zur Bestimmung 
von Q die Gleichung: 



a 



0) 



(O 



3; 



3; 
Q 



0) 



2 



Oi 



d 



8> 



CDi 



Q 



0. 



(50) 



Alle drei Wurzeln dieser Gleickung sind reell und positiv und 
geben die Werthe der quadratischen Hauptmomente fur den 
Punkt 0, die wir in den vorigen Paragraphen mit a, h, c be- 
zeichnet batten. 

Statt der Goordinaten 1^ 1}^ g kann man in die Gleiebungen 
(48) die Goordinaten x, y, z bezuglich ^er Axen Ox^ Oy, Oz 
einfdhren. Hierzu hat man nacb den Formein des Gapitels 
Vni der.Kinematik: 

I cos(gfl;) = a? + a^y + a^z, 6 + «s^ + ^^2^ = oc cos(|a;) , 
n cos(ijy) = agO; + y + a^z, 0J3S + ^ + c^iS = y cos(ijy), 
g cos(g;£f) = agO; + ttjy + ;2r, cj^S + c»ii? + £ = ;? cos(g;2r) . 

Die Gleiebungen (48) geben dann in die folgenden iiber: 
at(a?+cf8y + «8g) ^ hija^x + y + a^e) _ q(a,a? + et^y + g) ^ ^ ^^ ^v 

oder: 

^«3^ + (61 - Q)y + 61 «i^ = 0, (52) 

^1^25; + Citt^y + (ci — C)j8f = 0. 

Statt der Gleicbung (50) kann man diejenige wablen, die 
man dureb Elimination von x, y, aus den Gleiebungen (52) 
erbalt^ namlicb: 



Cj ag , 



Somoff, Meohanik. II. 



a^a^ 



«i — 6? «1«3? 



^i«i; ^1 — 6 



= 0. 



(53) 
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Die Wurzelh dieser Gleichung sind die quadratisehen Haupt- 
momente a, h, c. 

Auck findet man die Gleichungen (52) und (53), wenn 
man den Hauptdiameter des Ellipsoids sucht, dessen Gleichung 
beziiglich der Axen Ox, Oy, Oz ist: 

- + 1^ + - - 1 ; (54) 

denn die Bedingung, dass dasselbe die Kugel 

^^ + y^ + ^^ + 2aiy;e^ + 2a^zx + 2a^xy = Q 

beriihren soil, giebt die Gleichungen (51). 

Man hat also den Satz: Die Hauptaxen der Masse m im 
Punkte sind die Axen des Ellipsoids (54), in welchem die 
schiefwinkligen Axen Ox, Oy, Oz, die die Bedingungen (43) er- 
fUllen, ein System conjugirter Diameter bilden, dessen Semidia- 
meter gleich Ya^, y\, yc^ sind. 

Dies ist der Binet'sche Satz. 

Beispiele. 1) Hauptcentrdlaxen eines hamogenen schiefwinkligen Pa- 
rallelepipedons, 

Es seien p, g, r drei zusammeostossende Eanten des Parallel- 
epipedons, sein Mittelpankt, O^ Oy, Oz drei, den Kanten parallele 
Axeo und x^ y, z die Coordlnaten des Massenelements dm,' Offenbar 
gelten anch hier, wie im Falle des recbtwinkligen Parallelepipedons, 
die drei Gleichungen 

Jyzdm = , Jzxdm = , Cxydm = ; 

zugleich ist aber auch: 

daher sind die Axen Ox, Oy^ Oz conjagirte Diameter des Ellipsoids 

a;* , y* £;* m , . 

^■^g^"^ r« "■12' ^*^ 

Die Perpendikel 0|, 0?^, Oi, die man vom Tr^heitsmittelpunkte auf 
die SeitenflUchen des Parallelepipedons fallen kann, sind conjugirte 
Diameter des Grnndellipsoids 

12 

p* cos*(gic)S* + 2* C08'(??2/)r;* -j- r' C08*(f£r)f* == — ; (6) 

fn 

die Hauptdiameter des Ellipsoids (a) sind die Hauptcentralaxen der 
Masse m. 

Das Ellipsoid (a) hat die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass man 
ein anderes ihm 3,hnliches Ellipsoid construiren kann, das durch die 
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Eckpunkte des Parallelepipedons hindurchgeht, d. h. das diesem letzteren 
nmschrieben ist. 

Die GleichnDg eines dem (a) S,hnlichen Ellipsoids ist nM.mlich 



- + 






B' 



WO s eine willkfirliche Constante bedentet. Bestimmt man nun s so, 
dass dieser Gleichung die Coordinaten eines der Eckpunkte des Paral- 
lelepipedons gentigen, z. B. die Coordinaten I - » — , ~~" ) » 
man s' =a j. ; das Ellipsoid 



so findet 






3^ 
"4 



geht aber nicht nur durch jenen einen Eckpunkt, sondem auch durch 
die ubrigen. 

2) Hauptcentrcdaxen eines homogenen Tetraeders, 
Es sei ABCD (Fig. 21) ein homogenes Tetraeder^ der Mittel- 

punkt seiner Masse, der, wie wir in 
§ 26 sahen, der Schnittpunkt der Ver- 
bindungslinien EF, GH, IK der 
Mitten der gegenuberliegenden Eanten 
des Tetraeders ist. Wir woUen nun 
beweisen, dass die ISngs diesen Ge- 
raden gerichteten Axen Oxj Oy, Oz 
die Bedingungen (43) erfullen. 

Jede der Ebene yOz und den 
Eanten BC und AD parallele Ebene 
g^ebt als Schnitt mit dem Tetraeder 
ein Parallelogramm LMNP\ die 
Ebenen AFB und BCE, die sich in 
der Axe Ox schneiden, halbiren die 
gegenuberliegenden Seiten dieses Parallelogramms. Daher liegt der 
Mittelpunkt der FlUche LMNP auf der Axe Ox^ so dass die beiden 
uber die F13.che dieses Parallelogramms sich erstreckenden Integrate 

Jjydydz und Jjzdydz gleich Null sind, woraus folgt: 

Jjjxydxdydz ^=^ Cxdx Jjydydz = , 
JTJxzdxdydz =^ Jxdxjfzdydz = 0. 

Ebenso findet man, dass Jjjyzdxdydz =» ist. Bezeichnet man mit 
(f die Dichtigkeit des Tetraeders und mit J die Determinante des Axen- 
sy stems, so ist 

dm = Qj^dxdydz; 
daher wird: 
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Jyzdm =" fd^Jyzdxdydz =» , 
fza;dm = eJfzxdxdydz = 0, 

fxydm = Q J^Jxydxdydz = 0. 



Eb seien nun p und p' die L&ngen der gegenuberliegenden Eanten AD 
und BC^ durch deren Mitten die Axe Ox geht, q und q die LIbigen 
der Eanten AC und BD, r und r die der Eanten 2) (7 und AB, a, p, y 
die Lang^ der Strecken EF^ HG und IK. Es ist nun leicht zu 
zeigen, dass 

«« = J. (g« + g'« + r' + r''-p*-p*), 

p = i (r« + r''+ p« + y« - 2' - «'») , 
y' = 1- (P' +!>'' + 9' + 9' - »■' - »•'«) ; 



a, = / a;*d»» = ^ «' , 
6, = /s/Vm = ^ ?» , 



20^ 



Mithin sind die Axen Ox, Oy, Oz conjugirte Diameter des Ellipsoids: 

^ j_ ?! a- ?1 :?i (r.\ 

«" P' y* "" 20 • ^*^ 

Die Axen dieses Ellipsoids sind die Hauptcentralaxen des Tetraeders. 
Man kann sich leicht davon Hberzeugen, dass das dem (a) ahnlicbe 
Ellipsoid 

durch die Mitten aller Eanten geht; daher sind die drei Strecken or, 
^, y die L^ngen der conjugirten Diameter dieses Ellipsoids. 
Ein anderes ahnliches Ellipsoid 

^' , y ' , j^ __ _i 

«* |5* y* 4: 

geht durch die Eckpunkte dee Tetraeders, d. h. kann ihm umschrie- 
ben werden; denn die Coordinaten der Eckpunkte 

^\ 2 ' 2 ' 2/ 

genugen seiner Gleichung. 

^an bestimme noch die Hauptcentralaxen und die Hanptcentral- 
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momeiite: a) fiir ein scbiefes dreiBeitiges Prisma, h) ffir eine vielseitige 
Fjramide und c) Mr einea schiefen Kegel mit elliptischer Basis.*) 

414. Betrachten wir als speciellen Fall die Bestimmung 
der Hauptaxen nnd Hauptmomente fiir die Masse eines ebenen 
Flachenraumes. Wir nehmen hierzu den Coordinatenursprung 
und die Axen Ox und Oy in der die Masse m enthalten- 
den Ebene; Oz stehe senkrecht auf derselben^ so dass z = 
ist fur alle Elemente dm\ daher ist: 

fyzdm = 0, Jzxdm = 0. 

Dies zeigt^ dass die Axe Oz eine Hauptaxe fiir den als Coor- 
dinatenursprung gewahlten Punkt ist. Das quadratische 
Moment g ^=fz^dm beztiglich der Ebene xOy ist gleich Null; 
daher geht das Grundellipsoid in einen elliptischen Cylinder 
uber, dessen Gleichung 

a^ + W + ^aU = 1 (55) 

ist. Dies ist aach ftir z ^=^0 die Gleichung der die Basis des 
Cylinders bildenden Ellipse. Wahlt man die Axen dieser Ellipse 
zu Coordinatenaxen Ox und Oyj so hat man g =fxydm = Oj 
d. h. dk Axen der Ellipse (55) sind die Hauptaxen der Masse 
m des JETdchenraumes. 

Ist g nicht gleich Null^ so kann man die Gleichungen 
der in der Ebene xOy liegenden Hauptaxen aus den Be- 
dingungen fiir die Beriihrung der Ellipse (55) mit dem Kreise 

^' + v' = ^ 

ableiteU; wobei unter Q das quadratische Moment beziiglich 
einer durch die Axe Oz gehenden Ebene zu yerstehen ist. 
Diese Bedingungen sind 

oder: 

(a-«)l + «/i? = 0, 



*) M^moire snr les axes et les moments principaux des corps ho- 
mog^oes paf J. Somov. Balletin phys.-matb. de PAcad^mie des 
Sciences de St. P^rsburg. T. XII Nr. 12 und 13. 
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zugleich muss die Gleichung zweiten Grades 

besteheii; deren Wurzeln die quadratischen Hauptmomente des 
Punktes sind. Bestimmt man diese Wurzeln und substituirt 
sie in die Gleichung (56), so erhalt man die Gleichungen der 
zwei in der Ebene der Flache m gelegenen Hauptaxen. Sind Ox 
und Oy zwei schiefwinklige, in der Ebene der Masse m ge- 
legene Coordinatenaxen, die der Bedingung 

Jxydm = 

geniigen, so sind die auf ihnen senkrechten Geraden 0| und 
Ori conjugirte Diameter der Ellipse (55). Bezeichnet man 
mit a und V die quadratischen Momente beziiglich der auf 
0| und Oi] senkrechten Ebenen, so lasst sich die Gleichung 
der Ellipse (55) auch in der Form darstellen: 

a'j2 + Vri^ = 1. 

Die Axen Ox und Oy sind conjugirte Diameter der Ellipse 

1 + 1 = 1' (57) 

worin a^ =fx^dm, h^ =fy^dm ist; diese Ellipse hat dieselben 
Axen wie die Ellipse (55), so dass auch ihre Axen die Haupt- 
momente der Masse m fiir den Punkt darstellen. Der Be- 
weis fur alle diese Satze ergiebt sich durch Specialisirung aus 
den Entwickelungen der vorhergehenden Paragraphen. Wir 
wollen jedoch einen directen Beweis geben und die Gleichungen 
der Hauptaxen beziiglich des Axensy stems Ox^ Oy unmittel-. 
bar ableiten. Bezeichnet man mit Q das quadratische Moment 
fq^dm beziiglich einer beliebigen, durch den Punkt gehen- 
den und auf der Ebene xOy senkrechten Ebene P und mit 
a, ^ die Cosinus der Winkel, welche die Normale dieser Ebene 
" mit den Axen Ox und Oy bildet, so ist 

woraus sich die Gleichung des Grundellipsoids 

ai^ + Vri^ = l (58) 

ergiebt, wenn 5 und rj die Coordinaten des Endpunktes einer 
auf der Normalen der Ebene P aufgetragenen Strecke gleich 
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—^ und a\ V die Momente beziislich der zu den Axen- 06 

ye 

und Ori senkrechten Ebenen bedeuten. Ausserdem hat man 
die Relationen: 

a = ttj cos*(6a?), 6' = &i cos*(ijy). 

Die Gleichung (58), die das Product |ij nicht enthalt, zeigt, 
dass die Axen Oi, und Ori conjugirte Durchmesser der Grund- 
ellipse sind. Die Gleichung einer der Axen der Ellipse, d. h. 
einer der Hauptaxen der Masse m fiir den Punkt lasst sich 
aus der Bedingung ableiten, dass die Ellipse den Ereis 

worin a den Cosinus des Winkels yOx bezeichnet, beriihren 
soil. Diese Bedingung giebt: 

i — ari 1? — ag ^ ' 

nun ist aber: 

dl = a^l cos^da?) = ai(a? + ay) cos (|a?), 
Vn = hn ^o%\fiy) = \{ax + y) cos(?yy) , 
^ ^ arj = x C08(J^x), n — ^I'^V cos(fiy) ; 
folglich wird: 

«i(a? + ay) _ &1 (ccx + y) ^ Q, 

X y ^' 

es ist also die Gleichung einer Hauptaxe in Bezug auf die 
schiefwinkligen Axen Ox und Oy eine der folgenden: 

K -Q)x + a^ay = Oy 
l^ax + (6, ~ Q)y = 0. ^^^^ 

Da diese beiden Gleichungen gleichzeitig bestehen miissen, 
so ist: 

K — Q) Q>i — Q)- «i6i«' = 0. (60) 

Es ist leicht zu sehen, dass (59) die Gleichungen der Axen 
der Ellipse 

sind. Die quadratischen Hauptmomente a und h erhalt man 
durch Auflosung der Gleichung (60) nach Q\ sie sind auch 
die Haupttragheitsmomente beziiglich der Hauptaxen. Die 
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Summe a + i ist das Tragheitsmoment der Maase m beziig- 
Hch der auf der Flache m senkrechten Axe Oz, Diese Summe 
ist gleich dem mit umgekefartem Zeiciien genommenen Goeffi- 
cienten a^ + b^ der ersten Potenz von Q in der Gleichung (60). 
Beispiele fiir die BesUmmuing der HnuptcerUrulttxen wnd Haupt- 
centralmomente der Masse eines ebenen Fldchenraumes. 

1) Homogene Flache einer auf thre Hauptdurchmesser bezogenen Ellipse 

p* ^ 2* 

Die Axen Ox, Oy dieser Ellipse sind offenbar die Hauptcentralaxen 
ihrer Flache. Die quadraiischen Hanptmomente bezflglich der zu Ox 
und Oy senkrechten Ebenen sind ^mp^ und ^mq^t wenn m die Masse 
der EllipsenflUche bedeutet, die gleich dem Producte der FlS.che npq 
in die Dichtigkeit g ist. Die Tragheitsmomente bezuglich der Axen Ox, 
Oy sind }mg^ und {mp^, und das Tragheitsmoment bezuglich der auf 
der Flache senkrechten Axe O^f ist gleich deren Summe J(p* -{- q^m. 

2) Homogene Flache eines schiefwinldigen Parallelogramms , dessen 
zusammenstossende Seiten p und q sind, wahrend der Cosinus des von 
ihnen eingeschlossenen WinJcels gleich a ist. 

Nimmt man zwei durch den Mittelpunkt des Parallelogramms ge- 
legte ParaUele zu den Seiten p und q als Coordinatenaxen Ox und Oy, 
so ist 

Jxydm = ; 
daher sind diese Geraden conjugirte Durchmesser der Ellipse 

^* I 3^' _ 1 

wo «i = T^P*, &i = 7^ 2^1 d. h. der Ellipse: 

Dem Parallelogramm kann man eine der Ellipse (a) Sbnliche einbe- 
Bchreibeti, n3.mlich die Ellipse 

. ^, + i^ = i, (6) 

p^ q^ A 

die Langen der in die Bichtungen Ox und Oy fallenden conjugirten 
Durchmesser derselben sind p und q. Die Hauptdurchmesser der Ellipsen 
(a) Oder (p) sind die Hauptaxen der Flache des Parallelogramms."") Die 
Gleichung (60) giebt fur die BauptrHgheitsmomente die Werthe: 



*) Kennt man die conjugirten Durchmesser p und q der Ellipse (6), 
so lassen sich die Hauptdurchmesser leicht construiren. S. Analyt. 
Geom. v<m Somoff, Petersb. 1867 (russ.). 
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m 



« = ^ [p' + 9' + y(i)»-a»)« + 4«»pV], 



m 



3) Homogene Dreiecksfldche. 

Es sei (Fig. 22) ABC das Dreieck and J.i> die YerbiodungsiiBie 

des Scheiteh A mit der Mitte D der gegeDuberlie- 
genden Seite BC. Ferner sei OD =^ ^AO, so dass 
der Massenmittelpunkt ^ev DreieckeflS«che ist. Die 
RichtuDg Yon OD als Ox und die Parallele zn der 
Seite BC dnrch sIb Oy bilden ein System von 

Coordinatenazen, filr welches die Bedingung ficycfm =0 

"^ erf&Ut ist; daher sind diese Axen conjngirte Durch- 

messer der Ellipse (57). Setet man nun AO = p^ 
BD ==s gf, so findet man: 

«i = i ^*^»» =* y ^* » ^1 "^ / y^^^ = y 2*- 

Also sind die Axen Ox und Oi/ conjngirte Dnrcfamesser der Ellipse 

(a) 
Die dieser 3.1inliclie Ellipse 




x^ 
3|)» 


+ 


42» 


■"24* 


3p* 


+ 


4g' 


1 
3 



geht dnrch die Eckpunkte des Dreiecks. Ihre Axen sind die Hanpt- 
centralaxen der Dreiecksflslche. 

In den folgenden Werken findet man noch weitere Unter- 
sucliungen fiber Hauptaxen und Hauptmomente: 

J. Binet: ^^Memoire sur la theorie des axes conjugues et 
des momens d'ineriie des corps" in dem Journal dc TEc Polyt., 
16""« cabier (1813), p. 41. 

Gauchy: Exercices de maihematiques. T. II, p. 93. 

W. Thomson: „0n the principal axes of a solid body'' 
in dem Cambridge and Dublin Math. Joum. Vol. I (1846), 
p. 127 und 195. 

A. Cay ley: „Note on a geometrical theorem contained 
in tibe preceding paper'', ib., p. 207. 

R. Townsend: „0n the principal axes of a body, their 
momeats of inertia and distribution in space", ib., p. 209« 
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Ad. Guibert: „Note sur leg axes principaux des corps" 
in dem Journ. de TEc. Polyt., 25«»« cahier (1837), p. 118. 

A. M. Ampere: „Sur quelques nouvelles proprietes des 
axes permanents de rotation des corps", in den Memoires de 
rinstitut (Savans etrangers), 1805. 

Haton de la Goupilliere: „Menioire sur une nouvelle 
theorie de la geometrie des masses" in dem Journ. de TEc. 
Polyt. 37°»« cahier, p. 35. 

Hesse: „Vorlesungen iiber die analytische Geometrie des 
Raumes", 3. Aufl. (1876). 

Jullien: Problemes de mecanique rationnelle,2. ei (1866), 
T. II, chap. VI. 

Moigno: Le9ons de Mecanique analytique:Statique. (1868). 

In der Abhandlung „Memoire sur les axes et les moments 
principaux des corps homogenes" habe ich gezeigt, wie man 
die Gleichung des Centralellipsoids fQr ein Massensystem findet, 
wenn die Hauptcentralaxen und die Hauptcentraltragheits- 
momente jeder Masse bekannt sind. 



D. Variationen von Massen und Baumgrdssen. — Differentialparameter 
zweiter Ordnung von Panktfanctionen. — Thermometrische Functionen. — 

Die Green'schen Formeln. 

45. Es sei m die in der Baumgrosse E enthaltene Masse; 
dieselbe habe in dem, dem Raume E angehorenden Punkte M 
die Dichtigkeit Qy welche eine continuirliche Function des 
Pimktes M und einer Variablen t sei. Diese Variable wollen 
wir als die Zeit ansehen, obwohl sie auch eine Grosse anderer 
Art bedeuten kann. Man denke sich nun, dass sich zugleich 
mit der Aenderung von t alle Elemente der Masse m bewegen, 
ohne sich zu trennen, d. h. so, dass sie wahrend der Zeit der 
Bewegung eine continuirliche Raumgrosse von derselben Art 
wie E einnehmen. Erhalt nun t ein unendlich kleines In- 
crement St, so erleidet M eine Verschiebung MM', und die 
'Baumgrosse E geht in E' iiber, welche letztere sich von E 
sowohl nach Gestalt als nach Lage unendlich wenig unter- 
scheidet. Zugleich geht auch die Dichtigkeit q in die Dich- 
tigkeit Q des Punktes M und die Masse m =fQdE in 
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m =fQ'dE' tiber. Das Increment m' — m ist im Allgemeinen 
eine Function von t und 8t\ behalt man darin nur die Glieder 
mit der ersten Potenz von St bei, so hat man die Variation der 
Masse m^ namlich 

die sich nach den allgemeinen Regeln der Variationsrechnung 
fiir die Variation einfacher und mehrfacher Integrale bestimmen 
lasst. Wir wollen im Folgenden die Ausdrficke fiir die Va- 
riation der Masse einer Linie, einer Flache and eines Volu- 
mens ableiten und einige sich daraus ergebende Schlussfolge- 
rungen anknupfen. 

46. Gesetzt, E sei eine Linie ABy deren Lange durch 
das Integral 



-jh' 



S 

dargestellt ist, wobei a eine der Coordinaten des Punktes M 
oder auch irgend eine andere Variable ist, als deren Functionen 
jene Coordinaten ausgedriickt sind; a^ und a^ sind die Werthe 
\on a in den Punkten A und B. Dann ist 



und 






/ d8\ 
wenn 



\^J~/ ^^^ v^d") ^^ Werthe der Function Qj- fiir die 

Grenzpunkte A und B bedeuten; dabei ist ^( (> j-j unter Vor- 

aussetzung eines constanten a zu bestimmen. 

47. Gesetzt, es sei E ein von einer beliebigen Begren- 
zung s eingeschlossener Flachenraum /S; q^, jg; & seien die Co- 
ordinaten des Punktes M, zwischen denen die Gleichung 
9(?i; ?2 7 ffs) = besteht; endlich sei dS ^=lcdq^dq^ ein Dif- 
ferentialelement, wobei Ti eine Function der Coordinaten ist, 
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die sich nach einer der Formeln (6) § 4 ausdriicken lassi 
Man hat in diesem Falle m ^^f^dS. 

Geht nun ^ in t -}- 8t iiber, so erleidet der Punkt M die 
Verschiebung MM'] seine Coordinaten erhalten die Variationen 
^Qij ^^2} ^?3; ^iG im AUgemeinen Funetionen der Grossen 
Qi} ?2? ?3? ^ ^^^ ^^ sind und zugleich mit 8t verschwinden. 
Ausser der Verschiebung MM' wollen wir noch die Verschie- 
bung M^ langs der Coordinatenlinie (g^, ^2) ^^^ Auge fassen. 
Es ist namlich ^ ein Punkt auf der geanderfcen Flache S\ 
der mit dem Punkte M zwei gemeinschaftliche Coordinaten 
q^ und ^2 ^^^ ^^ ^®™ Punkte M' eine gemeinschaffcliche 
Coordinate q^ -}- dq^ hat. Das dem Punkte fi entsprechende 
Element dJS' der Flache S' hat zum Ausdruck die Pormel 
\dq^dq2y wo \ der Werth von h im Punkte ft ist. Derjenige 
Theil Si der Flache S\ der alle, den sammtlichen Punkten 
der Flache 8 entsprechenden Lagen des Punktes it enthalt^" 
ist von einer gewissen Begrenzung s^ eingeschlossen; die Masse 
dieses Flachentheils hat das Integral 'nii =fQi\dq^dq2 zum 
Ausdruck, in dem die Grenzen dieselben sind, wie die des In- 
tegrals m =fQlcdqidq2] daher ist: 

m^ — m =J{qi\ — Qlc)dq^dq^, 

Vernachlassigt man unendlich kleine Grossen hoherer Ordnung 
als 8t, so erhalt man die partielle Variation 

S^m =f8^{QJc)dq^dq2, (1) 

wo also d^ die Variation unter der Voraussetzung bedeutet, 
dass Sq^ = 0, dq^ = 0. Dm die totale Variation Sm zu er- 
halten, muss man zu dj^m die Masse desjenigen Theils der 
Flache S' hinzufugen, der zwischen den Begrenzungen s' und 
Sj enthalten ist und der eine unendlich kleine Dimension von 
derselben Ordnung wie St hat. Diese Masse lasst sich durch 
das Integral 

yVi • iiM' • cos{(iM\ n)ds^ (2) 

ausdriicken, das iiber die Begrenzung s^ zu erstrecken ist; 
dabei bedeutet n die NormaJe der Begrenzung s^ in dem be- 
treflfend^n Punkte, die beziiglich s^ nach auseen gerichtet ist 
und die Flache S^ beruhrt. Vernachlassigt man unter dem In- 
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tegralzeichen unendlich kleine Grossen von hoherer Ordnung 
als 8t, so kann man die Dichtigkeit ^^ durch die Dichtigkeit q 
im Punkte M ersetzen, das Element ds^ durch das Element ds 
der Begrenzung s und die Normale n durch die Normale n 
dieser Begrenzung im Punkte M, die beziiglich s nach aussen 
gerichtet ist und die Flache S beriihrt; endlich kann man statt 
der Verschiebung ^M' die den Variationen dg^ und Sq^ ent- 
sprechende Verschiebung des Punktes^Jf auf der Flache S 
setzen. Dadurch erhalt man statt des Integrals (2) nunmehr 
das liber die Begrenzung s ausgedehnte Integral 

Jq a cos (0n)ds. (3) 

Zerlegt man nun die Verschiebung in die beiden Verschie- 
bungen 6^ und 62 la^gs den Schnittlinien der Flache S mit 
den Coordinatenfiachen (g^) nnd (q^) und betrachtet q^ und ^g 
als Coordinaten eines Punktes der Flache S, so hat man, wenn 
(vgl. Kinematik, Cap. IX) a^ und ag die reciproken, h^ und Ag 
die directen Parameter dieser Coordinaten sind, die Beziehungen 
0^ = a^Sq^y 02 = »2*& ^^^ 

cos(0n) = ttiSq^ eos{a^n) + ^s^ft cos(a2n) ; 
dadurch geht das Integral (3) fiber in die Summe 

jQC^i co8(ain)Sq^ds +JV^2 cos(a2»)dg'2ds. 
Da nun Jc = a^a2 sin(aia2) ist und 

tti^i sin(aia2) = 1 > ^\ mTL{a^a2) = 1 , 
so ist 

a^ = Jeh2 f Og = Jc\ ; 
folglich wird: 

J*Q0 cos(0n)ds =J*Qlch2 cos(aiW)dgirfs -\-Ji^Tc\ CQB{a2n)8q2ds, 

Diese beiden iiber die Begrenzung s auszudehnenden Integrale 
lassen sich vermittelst der Formeln (7) und (8) § 5 in solche 
umformen, die sich uber die Flache S erstrecken, namlich: 

/ QTzh2 cos(a^n)Sq^ds = I ^ ^ ^giQ^g2> 

/ 9**1 cos (a2n)dq2ds =J ^^^^ ^'^ dq^€lq2 ; 
folglich wird: 
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f,6 cosi<sn)ds =/[^|*^ + '-^] dq,dg, . (4) 

Addirt man dies zu dem Ausdruck (1), so erhalt man die to- 
tale Variation 

Sfn =f[6M + ^ + ^] d,,d,, (5) 

in Form eines nber die Flache S auszudehnenden Integrals.*) 
Setzt man vorans, dass ftir alle Punkte der Flache S 
Q = 1 und unveranderlieh ist, so wird m = S, und die For- 
mel (5) giebt als Variation der Flache: 

SS =/[*,* +'-^ + '-^] dq,ds, . (6) 

Da aber 

ist, so lassen sich die Formeln (5) und (6) auch in folgender 
Form schreiben: 

Sm =f[iiQh) + p (^ + ^) h]dq,dq„ (7) 

8S =Jlsic + f^ + ^^>] d, A . (8) 

Wenn die Verschiebungen der Punkte M der Flache S auf 
der Flache selbst vor sich gehen^ so ist Sq^ = 0, S^Jc = 0^ 

S^Q = o?<y^; nach Formel (5) und (6) ergiebt sich dann: 

d«. =/[4; d^ + '-^ + '-^]dq.dq, , (9) 

Verschieben sich die Punkte der Flache S derart, dass die 
Begrenzung s sich nicht andert^ so hat man fQr die Punkte 
der Begrenzung Sq^ = 0, Sq^ = 0, so dass das Integral (4) 
zu Null wird', es ist dann: 



*) Diese Formel lS.ast sich direct aus der Formel ableiten, die Ostro- 
gradsky fdr die Variation eines vielfachen Integrals aufgestellt hat. 
S. M^moire snr le calcul des variations des int^grales multiples. M^moires 
de TAcad^mie de St. Petersb. VI S^rie, T. I. 



dm =/"«, (?!■)<*«, rf^i- 

Wir werden nun einige aos doi abgrlstaai Fonnehj ata. 
ergebende Folgeningen in Bebvcht zielieB. 

48. Wenn wahrend der Zeit do- VsKJikbiiii^ dit "Maam 
jedeB Theils der Flacbe 8 nnTennderf UeAit, m Ital max. a 
der Formel (5) fRr beliebige Grenzai des Im^pr*.!*. ^^ := ■ 
zu setzen. Dies erfordert aber, dass der Anadnid man- ua 
Integralzeichen Terscbwindet: 

dies lasst sicb (vergl. Formel (7)) aneh ia {tJeender fun. 

sdireiben: 

Eine solche GleichuDg, welche eine BezuJumg zwiMant we 
Yariationen der Coordinaten aosdrSckt and Ht VcaMcuttan^gR 
der Element« einer Masse m bedingt, die ilire 'jtww uk^ 
andert und continuirlich bleibt, heiset die CkmtuMti^imna^^mm 
der Masse. 

49. Dividirt man den Ansdnick (\(i) dura o ■ "l^u 
man die Derivirte nach der Zeit 

wo q[ nnd q^ die Derivirten der OoordiMBfli .mk o^ ,^t 
sind. Diese Groase stellt eine Art vuc (^ 
Ausdebniuig der Flache dar, die Au 
einheil Dividirt man aie durcb 8, mj vteH: g^ ^ ^^,, 
Ausdehnung ■ d^ quadratisehen Einkt^ m ur — ,^| , 

s et" sj I dq, ^ <i - ■■•: 

[)ieselbe ist das arithmetiache Mitte. mi iuf; f-^^tUnn 
die Function 






fDr die verschiedenen Puokle D>r ^'^ti*- 
man beide Dimensionen t<« f m, /,^ 



4 
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alle Punkte der Flache S mit dem Punkte M{q^y q^ zusammen- 
f alien, so erhalt man in der Grenze: 

Diesen Grenzwerth der quadratischen Ausdehnung kann man 
als die quadratische Ausdehnung eines einzelnen den Punkt M 
enthaltenden Elementes dS der Flache S aasehen. Wir werden 
denselben die Ausdehnung der Flache im Punkte M nennen. 
Dieselbe hangt nur von dem Ort>e des Punktes M auf der 
Flache 8 und von der Geschwindigkeit der Bewegung dieses 
Punktes ab. Setzt man in Formel (4) p == 1 und a =^vStj 
wo V die Geschwindigkeit eines Punktes der Begrenzung s ist, 
so erhalt man nach dieser Formel, da d^J; «»= ist: 

— z= j V cos (vn)ds. (15) 

Somit ist die Ausdehnung durch ein iiber die Begrenzung der 
Flache auszudehnendes Integral ausgedrdckt xmd hangt von 
den Geschwindigkeiten der Bewegung der Begrenzungspunkte 
ab. Hieraus erhalt man fur die Ausdehnung im Punkte M 
den Ausdruck: 

lim ■o'-TT = liiii T i ^ ^^^ {vn)ds, (16) 

60. Gesetzt, es sei bei der Verschiebung der Punkte der 
Fl'ache S auf dieser Flache selbst die Geschwindigkeit v jedes 
Punktes der Diflferentialparameter p einer gewissen Function g> 
dieses Punktes. Bezeichnen q)^ und q>2 die partiellen Derivirten 

^ und Q^ und setzt man 

so ergeben sich nach § 72 und § 111 der Einematik fiir die 
Gomponenten der Geschwindigkeit v langs den Coordinaten- 
parametern die Ausdriicke: 

, _ d9 , _ do 

um also im vorliegenden Falle den Weith der Ausdehnung im 
Punkte M zu erhalten, hat man in Formel (14) zu setzen: 



_. 
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«2 -d^. 



Kh9i + *292; 



dadurch erhalt man: 

,. 1 dS 



A; 



'4II-) . '('IS) 



+ 



a 9,. 



L ^g'l ^ ^g'a 

Diese Grosse, die aus den partiellen Derivirten erster und 
zweiter Ordnung der Function 9 nach den Coordinaten zu- 
sammengesetzt ist, nennt man Differentialparameter zweiter 
Ordnung der Function q>, 

Mit Beibehaltung des von Lame eingefdhrten Symbols 
zJ^tp zur Bezeichnung desselben hat man dann 



A9 = 



{> 



d[k 



dq>J 



L dq^ 



+ 



'('H) 



Sq, "J' 



(17) 



WO 



dq> 



® = iW9? +^2 9^2 + 2*1*29192), 9>r = J^^ , 

h = a,a, sin {a,a,) = ^-j-^^j^y 

Im Falle orthogonaler Coordinaten q^ und gg Ji^'t man 

sin {a^a^) = sin (*i*2) =1? A^Ag = ^ ^^ setzen, so dass man 
erhalt: 

= *i9i, ^7r = *2927 



aqPi 



^2^ = AjA 



(^) «(^y 



• 1-55;- "^ -5S-J • ('*) 

Somit erhalt man, wenn die Flache S eben ist, fiir gerad- 
linige rechtwinklige Coordinaten: 

^29 = j^ + j^' (19) 

Fiir Folarcoordinaten, d. h. den Radiusvector r und den Winkel 
C9, den derselbe mit einer gegebenen Axe bildet, findet man: 



^29> = 



(-1?) . >(y^r 



L dr 
r dr '^ dr^ 



+ 



CO 



+-; 



1 av 



a©' 



(20) 



Im Allgemeinen i^t ^^g), wie man leicht aus Formel (17) 

Somoff, Mechanik. II. 8 
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sieht^ wenn man die Differeutiationen ausfiihrt; eine lineare 
Function der partiellen Derivirten erster und zweiter Ord- 
nung von g>. Die Coefficienten dieser Function haben ver- 
schiedene Werthe fur die verschiedenen Coordinatensysteme. 
Auch iiberzeugt man sich leicht davon, dass alia die ver- 
schiedenen Ausdrucke, die man aus Formel (17) fur ^29^ ^^' 
halten kann, immer eine und dieselbe Grosse darstellen und 
sich durch gewolinliche Coordinatentransformation aus einander 
ableiten lassen^ indem man statt der friiheren Coordinaten 
deren Ausdriicke in den neuen Coordinaten substituirt. Im 
Falle ebener Coordinaten nimmt man gewohnlich den ein- 
fachsten Ausdruck (19) des Differentialparameters zweiter Ord- 
nung als Definition desselben. Geht man von dieser Defini- 
tion aus und substituirt in (19) fur x und y deren Ausdrucke 
in irgend welchen an deren Coordinaten, so erhalt man ein 
Resultat von der Form (17). Dass die verschiedenartigen 
Ausdrucke von -^2 9; ^^^ ^®^ verschiedenen Coordinatensyste- 
men entsprechen, eine und dieselbe Grosse darstellen, lasst 
sich folgendermassen direct beweisen. 
Die Formeln (13) und (15) geben: 

/z/g^dfiS =fp cos {pn)ds. 

Bezeichnet man nun mit jd^g) den Ausdruck (17) fiir ein 
anderes Coordinatensystem und mit d'S den diesen Coordi- 
naten entsprechenden Ausdruck fiir das Element der Flache S, 
so hat man 

Jj'^q)d' S =Jp cos {pn)ds'^ 

folglich wird: 

^ j/1'^q>d'S = ^ j^^^dS. 

Diese Gleichung muss fiir jede Grosse und Gestalt der Flache 
S bestehen, folglich auch in der Grenze, d. h. wenn man ihre 
Dimensionen zu Null werden lasst; also ist: 

61. Wir gehen nun uber zur Ableitung des Ausdrucks 
fiir die Variation einer in einem Volumen V enthaltenen 
Masse m, und zwar unter der Voraussetzung, dass die Dichtig- 
keit Q im Punkte M im AUgemeinen eine Function der Co- 
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ordinaten q^, q^, q^ dieses Ponktes und der Zeit t ist und 
dass das Yolumen durch eiue Flache 8 begrenzt ist. 

Die Masse m ist durch das Integral 

m ^=^jQ(>}dq^dq^dq^ , 

das sich fiber das Yolumen V erstreckt, ausgedrUckt; dabei 
ist (s. § 3) 



Bedeuten nun m' und V die geanderte Masse und das ge- 
anderte Volumen^ so kann man m' in zwei Theile zerlegen, 
namlich in den, in dem urspriinglichen Yolumen V enthaltenen 
Theil m^ und in den Theil m" = m' — m^ in einem Yolu- 
men, dessen eine Dimension unendlich klein von derselben 
Ordnung wie St ist; diesen letztem Theil kann man als eine 
uber die Flache S vertheilte Masse ansehen. Das Yolumen 
der Masse m^ kann man derart in Elemente dm^ zerlegen, dass 
dm^ und dm dasselbe Yolumen odq^dq^dq^ haben, aber eine 

verschiedene Dichtigkeit, namlich resp. (> + of <^^ ^^^ ?• Yer- 

nachlassigt man in der Differenz m^ — m unendlich kleine 
Grossen hoherer Ordnimg, so erhalt man die partielle Yaria- 
tion S^my die durch das Integral 



8^m = r^l Stmdq^dq^dq^ , 



das sich iiber das urspriingliche Yolumen V erstreckt, aus- 
gedruckt ist. Um die totale Yariation dm zu erhalten, hat 
man zu d^m noch die Grosse tw" zu addiren, mit Yemach- 
lassigung unendlich kleiner Grossen von hoherer Ordnung als St. 

Man kann m'' als die Masse der Flache S ansehen, wobei 
diese Masse in einem beliebigen Punkte M von S die Dich- 
tigkeit q\ MM\ COS (MM\ n) hat; hierin ist q der Werth 

von Q im Punkte M zur Zeit t -}- St, MM' die Yerschiebung 
des Punktes M und n die aussere Normale von S im Punkte 
M'y folglich ist 

m" =/V' . MM' cos (MM\ n)dS, 

wobei die Integration sich iiber die ganze Oberflache S er- 

8* 
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streckt.*) Bezeichnet man mit Sq^^ dq^, Sq^ die Variationen 
der Coordinaten g^, q^, q^, die der Diflferentialverschiebuiig 
MM' entsprechen, so ist 

MM' cos {MM, n) 
= ttiiqi cos (oiw) + »2*Q'2 ^os (ogw) + %^& cos (agw); 

vernachlassigt man unter dem Integralzeichen unendlich kleine 
Grossen von hoherer Ordnung als dt, so kann man die Dich- 
tigkeit q' durch die urspriingliche Dichtigkeit q ersetzen; 
daher geht die Grosse m" in die folgende Summe iiber: 

jQdiSqi cos (a^n)dS +JV^2*fc cos {a2n)dS 
+ /pOgdgg cos {a^njdS. 

Nach Formel (14) § 6 lasst sich jedes der Integrale in der 
letzten Formel in ein iiber das Volumen V ausgedehntes In- 
tegral verwandeln; es wird namlich: 

JQaiSq^ cos {a^n)d8 = / g^^^ dq^dq^dq^, 

Cqa^Sq^ cos {a^n)dS = i ^^^ dq^dq^dq^, (21) 

Cqa^dq^ cos {a^n)dS = j g J^' dq^dq^dq^. 

Die Summe dieser drei Integrale ist also derjenige Theil m", 
der zu S^m hinzuzufiigen ist^ um die totale Variation dm zu 
erhalten. Es ist mithin: 

Sm = 
=J[a, ll d< + ?(^«.J+?l^^+?(^)]dg,,?,^,3 **)(22) 

Da nun 

die totale Tariation Sq ist, so kann man die Formel (22) 
auch in der Form schreiben: 



*) Diejenigen Elemente der Masse m", fur die cos (MM\ w) > ist, 
liegen ausserhalb des Volumens V und die, fur welche cos (MM\ w) •< 0, 
innerhalb. 

**) Auch diese Formel l^st sich aus der allgemeinen Formel von 
Ostrogradsky filr die Variation eines mehrfachen Integrals ableiten. 
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Hieraus lasst sich die Variation 6V des Volumens V leicht 
ableiten. Man hat dazu nur ^ = 1 zu setzen, und zwar fur 
jeden Punkt und zu jeder Zeit t] dann ist Sq = und mithin: 

Dividirt man dies durch St und setzt -tt- = ffr; so erhalt man 
die Derivirte 

die man die Yolumenausdehnung in der Zeiteinheit nennen 

kann. Dividirt man dieselbe durch V, so erhalt man die 

1 sv 
mittlere Yolumenausdehnung yjr der cubischen Einheit. 

Lasst man alle drei Dimensionen des Volumens gegen 
Null eonvergiren, jedoch so, dass der Punkt M in dem Volu- 
men enthalten bleibt, so erhalt man in der Grenze den Werth 

•'"^'H-iP^^f' + ^ + ^g^J. W 

den man die cubische Ausdehmmg im PunJcte M oder die cubische 
Ausdehnung des Volumenelements d V nennt. 

Das Integral (25) lasst sich mit Hilfe der Formeln (21) 
in ein Integral verwandeln, das sich uber die Oberflache S 
ausdehnt. Setzt man p = 1^ MM' = vdt, wo v die 6e- 
schwindigkeit der Verschiebung bedeutet, so findet man 

^= Cv cos (vn)dS, . (27) 

also: 

lim y-gT =^ liDi y I '^ ^^® {vn)dS. (28) 

52. Man denke sich eine Bewegung, bei der die Ge- 
schwindigkeit v jedes Punktes des Volumens zur Zeit t der 
Differentialparameter P einer gewissen Function tp dieses 

Punktes ist. Setzt man (s. Kinem. Cap. XII, S. 240) -^ = fpr 

und 
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e = i£hrhsg)rg>s, 



so sind die Grossen 



a. 



de 



a<, 



de 



ac 



30 



die Gomponenten des Parameters P nach den reciproken Co- 
ordinateupaTametem o^, Og, ag; infolge der Bedingung v = P 
hat man nun zu setzen: 

d@ , d& , de 






2 aqpa 



a^s' 



d. h. es ist: qr = ^ 

Um also im vorliegenden Palle die cubische Ausdehnung 
im Punkte M zu erhalten, hat man in Formel (26) ^ — , -q — , 

-^ — an Stelle von q[y q^, q^ zu substituiren; dadurch er- 
giebt sich: 



lim 



1 8V 
V St 



1^ 

CO 



^("S . K"S . ^("Hr) 



+ 



dq>i 



+ 



^9s 



Diese Grosse, die aus den partiellen Derivirten erster und 
zweiter Ordnung der Function tp nach den Goordinaten zu- 
sammengesetzt ist, heisst der Differentialparameter zweiter Ordr 
nung der rdumlichen Punktfunction (p. Benutzt man das von 
Lame fflr denselben eingefiihrte Symbol ^29) ^^ ^^* man: 

/ de\ 



^29 = - 



i-m . '(-s '' '"" 



a u 



+ 



+ 



(29) 



Im Falle orthogonaler Goordinaten hat man ^d' == 1, 

hrK = zu setzen (bei ungleichen Indiq^ r und 5); es wird 
also: 

= n;(pr , 



C9 



z/g^ = ^1^2*3 



\h^ h^ / , \hi h^ / , \hi h^ / 



dq^ 



^Qs J 



L dq^ 

Hieraus folgt ferner: 

1) Fiir geradlinige rechtwinklige Goordinaten ist 

a»<p a*<p , a*9 



(30) 



dy' 



dz' 



(31) 
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2) Fiir Polarcoordinaten, d. h. den Radiusvector r, den 
Winkel -O*, den derselbe mit einer gegebenen Axe bildet, und 
den Flachenwinkel ^, den die Ebene des Winkels -O* mit einer 
gegebenen Ebene bildet^ ergiebt sich: 



^^ r^sin-O" 






(32) 



dr * dd' * diff 

3) Fiir das orthogonale Coordinatensystem der Xy y, z 
von William Thomson (Kinem. S. 131 u. ff.) ist: 



^1 == ^2 = ^3 = 






c* 



^29 = ^Te 



("H) . »("I3 , '("H) 



(33) 



Entwickelt man den Ausdruck (29), so'erhalt man immer 
eine in Bezug auf die partiellen Derivirten erster und zweiter 
Ordnung von (p lineare Function, die fur jedes Coordinaten- 
system eine besondere Form annimmt. Es lasst sich jedoch 
leicht zeigen, dass der Werth von z/29 fiir alle Coordinaten- 
systeme derselbe und nur die Form verschieden ist. Aus den 
Formeln (25) und (27) findet man namlich 

f^^q>dr =fP cos {Pn)dS', (34) 

vertauscht man das Coordinatensystem mit einem anderen, so 
erhalt man einen anderen Ausdruck fur den DifFerentialpara- 
meter zweiter Ordnung, den wirmit^jg), sowie einen anderen 
Ausdruck fiir das Volumenelement, den wir mit d' V bezeichnen 
woUen* Nach Formel (34) ist nun 

f^^ifd' r =fP cos {Pn)dS 
und daher: 

in der Grenze aber wird, weim man die Dimensionen von V 
sich der Null nahern lasst, ^^V = ^'1^* 

53. Gewohnlich nimmt man als Definition von z/29 den 
speciellen Ausdruck (31), d. h. man definirt den Differential- 
parameter zweiter Ordnung als die Summe der jpartielleny nach 
den einzelnen rechtmnTdig-geradlinigen Coordinaten genommenen 
Derivirten zweiter Ordrmng, 
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Laplace zeigt in der Mecanique celeste, wie sich der 
Ausdruck (31) durch Transformation der rechtwinkligen Polar- 
coordinaten in den Ausdruck (32) tiberfubren lasst. Lame 
hat durch Transformation rechtwinklig-geradliniger Coordi- 
naten in orthogonale krummlinige irgend welcher Art den 
Ausdruck (31) auf die Form (30) zuriickgefuhrt.*) Cauchy 
hat die Form gefunden, die der Arfsdruck (31) annimmt, wenn 
die Variablen x, y, z durch irgend welche andere jp, q, r er- 
setzt Werden; diese Form stimmt mit der Formel (29) uberein.**) 
Jacobi gelangte zu demselben Resultat durch Variation eines 
dreifachen Integrals.***) Brioschi endlich hat allgemein ge- 
• zeigt, wie man in dem Ausdrucke 

o 2 I o 2 "i rj 2 I ' * ' I o 2 

cx^ 0X2 cx^ ox^ 

die Variablen x^j x^, x^, ... Xn, welches auch ihre Anzahl n 
sein mag, durch irgend welche andere Variable ersetzen kann.t) 

Da die Grosse z/g^ nicht von dem Coordinatensystem 
abhangt, so ist es naturgemass, ihr eine von dem Coordinaten- 
system unabhangige Definition zu geben. Ebendeshalb habe 
ich fur dieselbe die obige kinematische Definition gewahlt, 
als einer Flachen- oder Volumenausdehnung , die durch die Ver- 
schiebungen der Punkte mit Geschwindigkeiten, gleich den 
Differentialparametern erster Ordnung der Function 9 in diesen 
Punkten, hervorgerufen wird. 

Den allgemeinen Ausdruck (29) fiir ^^q> habe ich schon 
in der Abhandlung „Moyen d'exprimer directement en coordon- 
nees curvilignes quelconques, orthogonales ou obliques, les para- 
metres diflferentiels du premier et du second ordres et la cour- 
bure d'une surface" aufgestellt und abgeleiteiff) 

*)^ Le9on8 sur les coordonn^es curvilignes. 

**) ,,B6^herches sur les int^grales des Equations aux d^riv^es par- 

tielles" in den Exercices d' Analyse et de Physique math^matique. T. II. 

***) „Ueber eine particulare LOsung der partiellen Differentialgleichung 

d^V d^V d^V 

^— s- 4- -3— F + -3-5- = 0" in Crelle's Journ. Bd. 36, oder in Jacobi's 

dx^ dy^ dz^ ' 

Mathematischen Werken, Bd. II. 

t) Brioschi: Th^orie des determinants. ' 

ft) M^moires de I'Acad. des sciences de St.-P6tersb., VII. s^rie, 

T. VIII, No. 16. 
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54. Wendet man deu Aasdruck (17) auf jede Coordinate 
an, d. h. setzt man 9> ^ 9i, 9i, so erhalt man die Coordinaten- 
differentialparameter zweiter Ordnung: 



^«2i — k I dq^ "^ as, J' 



(35) 



Substituirt man in der Formel (17) fdr -^ — und ^ — ihre 
Ausdriicke: 

J^;~ 'da7'^ ''~^' J^~ '^'dq^^^' dq^' 

SO ergiebt sich mit Beriicksichtigung der Formeln (35): 






(36) 



' dq\ ^^2i^^2 ^ ' a^^ 

Fiir eine Punktfunction im Raume ergeben sich aus For- 
mel (29), indem man q> =^ g_i, Q27 ffs setzt, die Coordinaten- 
parameter zweiter Ordnung allgemein in der Form: 

1 [d((ohJ^) d(a,hpi^) d{(oh^h^y\ 

Mit Hilfe dieser Formel lasst sich die Formel (29) leicht auf 
die Form bringen: 

z/,9 = 2J^,q, ||- + ZKK ^^ • (37) 

56. Die lineare Gestalt der Formeln (36) und (37) in 

Bezug auf die partiellen Derivirten der Function 9 zeigt, dass 

d&r Differentialparameter zweiter Ordnung von der Summe mehrerer 

Functionen gleich der Summe der Differentialparameter zweiter 

/ Ordnung der einzelnen ]^unctionen ist, d. h. es ist: 

^2(9 + 9' + 9" H ) = ^29> + ^29 + ^29' + • •; • 

Dies lasst sich auch folgendermassen beweisen. Es seien 9, 
q)\ q>'\ . . . Functionen eines Punktes der Flache 8y deren Be- 

grenzung s sei, und jp, p', p"j .... deren Differentialparameter 
erster Ordnung. Bedeutet nun F die Summe q> + 9' + 9" + • • • 

und P deren Parameter erster Ordnung, so ist 
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P = p "{- p' -{- p" -j- '" 
iind folglich 

fP cos {Pn)ds =Jp cos (pn)ds -{-fp' cos {p'n)ds + 

-{-Jp' cos {p"n)ds + • • • , 

wo n die Riehtung der ausseren Normale bedeutet. Dividirt 
man dies durch S und lasst die Dimensionen dieser Plache 
sich Jer Null nahern, so erhalt man auf Grund der Pormel (16): 

Auf dieselbe Weise lasst sich die Behauptung fur Punkt- 
functionen im Raume mit Hilfe der Pormel (28) beweisen. 

56« Nach Lame's Ansicht ergiebt sich die natur- 
gemasseste Definition des Difierentialparameters zweiter Ord- 
nung aus der Gleichung fur die Portpflanzung der Warme in 
einem homogenen unkrystallisirten festen Korper. 1st 9 eine 
Function eines Punktes und der Zeit t und reprasentirt dieselbe 
die Temperatur des Korpers in dem betrefifenden Punkte, so 
hat man 

^c^-^^ = J,q,, (38) 

wenn Tc eine Grosse bedeutet, die von der specifischen Warme, 
von dem Warmeleitungscoefficienten und von der Dichtigkeit 
des Korpers abhangig ist. Sind diese drei Grossen von der 
Art, dass jfc = 1 ist, so hat man: 

dtp ^ 

d. h. efer Differentialparameter zweiter Ordnung von einer die 
Temperatur darstellenden Function ist gleich der Derivirten dieser 
Function nach der Zeit Diese Derivirte kann man als die 
Geschwindigkeit der Erwarmung des Korpers in dem gegebenen 
Punkte ansehen. In Riicksicht auf diese Eigenschaffc des 
Difierentialparameters zweiter Ordnung hat Lame fiir den- 
selben den Namen Zuwachs (augment) vorgeschlagen. 

Es sei V das Volumen eines homogenen unkrystallisirten 
Korpers, q ^eine Dichtigkeit und q> die Temperatur zur Zeit t 
in einem beliebigen Punkte M oder die Temperatur eines be- 
liebigen Elements QdV seiner Masse. Aendert sich q> mit t, 
so riihrt diese Aenderung der Temperatur von einer Zu- oder 
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Abnahme der Warme in der Masse QdV her; das Increment 
von q> wahrend der unendlich kleinen Zeit dt lasst sich, mit 
Yemaehlassigong unendlich kleiner Grossen hoherer Ordnung, 

durch ^ St ausdriicken; das entsprechende Increment der in 

der Masse QdV enthaltenen Warmemenge hat dann den Aus- 
druck 

CQdV^^St, (a) 

WO c die specifische Warme ist, d. h. diejenige Warmemenge, 
welche die Temperatur der Masseneinheit iif der Zeiteinheit 
uih einen Grad zu erhohen vermag. Diese Grosse (a) lasst 
sich auch noch auf andere Art ausdrucken, indem man von 
der bekannten Formel ausgeht^ welche diejenige Warmemenge 
ausdriickty die in einem Zeitelemente von einem Theile der 
Masse durch eine trennende Flache in den anderen Theil iiber- 
geht. 

Denken wir uns namUch in dem Korper eine zwischen 
zwei Flachen 8 und 8' enthaltene, unendlich dtinne Schicht 
(88'). Es sei d8 ein Element der Flache 8 von zwei un- 
endlich kleinen Dimensionen, MM' der zwischen 8 und 8' 
enthaltene Theil der Normalen von d8, q> die Temperatur im 
Punkte M und 9' die Temperatur im Punkte M\ Nach 
einem bekannten Gesetz ist die Warmemenge, welche in der 
Zeit St durct den iiber d8 stehenden Theil der Schicht {88') 
hindurchdringt, gleich 

worin man den Factor q den Warmeleitungsfcoefficienten nennt. 
Diese Warmemenge ist positiv oier negativ, d. h. die Warme 
geht von 8' auf 8 tiber oder umgekehrt, je nachdem fp' > q) 
oder 9' < 9 ist Mit Vemachlassigung unendlich kleiner 
Grossen hoherer Ordnung ergiebt sich, wenn man MM' = dn 
und q>' — 9 «= ^9 setzt, fiir die in der Zeit St durch die 
Flache 8 hindurchdringende Warmemenge 

q ^ d8St = qP cos (Pn)d8St, 
wo P der Differentialparameter erster Ordnung der Tempe- 
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ratur g? und n die nach der Seite von 8' hin gerichtete Nor- 
male von dS ist. Das Vorzeichen dieser Grosse hangt von 
dem Vorzeichen von cos (Pn) ab. Gesetzt es sei 8 die ganze, 
einen beliebigen Massentheil begrenzende Oberflache und q iiber 
diese ganze Plache bin constant. Dann ist die Warmemenge, 
welche durch die Flache S hindurch in die innerhalb derselben 
befindlicbe Masse eindringt, durcb das fiber die ganze Ober- 
fiache S auszudehnende Integral 

qStfP COS (Pn)dS (b) 

ausgedriickt. Mt Hilfe der Formel (27) sieht man leicht ein, 
dass StfP cos {Pn)dS die cubische Ausdehnung des von der 
Fl'dche S begrenzten Volumens ist, welche von der Verschie- 
bung der Punkte der Flache 8 zur Zeit t mit Geschwindig- 
keiten gleich den entsprechenden Werthen des Differential- 
parameters P erster Ordnung herriihrt Bezieht man also die 
Formel (b) auf das Massenelement QdV,so ist S tfP cos (Pn) dS = 

= Sd V, folglich jy I Pcos (Pn) dS = jy • -tt- = ^2^y ^^^ 
der Ausdruck (b) wird qSt^^tpdV. Setzt man diese Grosse 

Co 

gleich (a) und setzt — ^ = i, so erhalt man die Gleichung (38). 

Diese Gleichung gilt auch fur die Temperatur g? der 
Punkte einer materiellen Flache 8. Dazu hat man voraus- 
zusetzen, dass sich die Warme auf der Flache 8 selbst derart 
ausbreitet, dass diejenige Warmemenge, die wahfend der Zeit 
St durch das Element ds einer beliebigen Linie s von einer Seite 
auf die andere tibertritt, durch die^Formel qp cos (pn)dsSt aus- 
gedriickt ist; dabei ist p der Differentialparameter der Func- 
tion g) beziiglich der Flache /S, n die Normale auf ds und q 
der Warmeleitungscoefficienlf der Linie s, Ausserdem hat man 

Co 

in dem Ausdruck i = — ^ das q als Dichtigkeit der Flache 8 

anzusehen und c als diejenige Warmemenge,' welche im Stande 
ist, die Temperatur der Flacheneinheit in der Zeiteinheit um 
einen Grad zu erhohen. 

Wenn die Temperatur g? in einem gegebenen Punkte bei 
Aenderung der Zeit t constant bleibt (was in dem Falle ein- 
tritt, wenn die Warme sich im Gleichgewicht befindet, d* h. 
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wenn jedes Massenelement seine Warmemenge beibehalt^ so 
ist gf = 0; es ist daher nach Gleichung (38) g? eine Punkt- 
fuuctioii; die der Bedingung 

geniigt. Jede PunJctfunction, die die Eigenschaft hat, dciss ihr 
Differentialparameter zweiter Ordnung fur jeden Punht der ge- 
gebenen Fldche oder des gegebenen Volumens gleich Null ist, 
nennt Lame eine thermometrische Function. 

Wenn 9 die Temperatur ist, so nennt man die Niveau- 
linien oder Niveauflachen (9), d. h. die Linien oder Flachen, 
fiir deren Punkte 9? einen und denselben Werth hat, isother- 
mische Linien oder Flachen. 

Wir woUen nun die Haupteigenschaften der thermometri- 
schen Functionen und der ihnen entsprechenden isothermischen 
Linien und Flachen betrachten. 

57. Gesetzt, es sei 9 eine thermometrische Function des 
Punktes M in der Ebene und x, y die rechtwinkligen gerad- 
linigen Coordinaten dieses Punktes. In diesem Falle geht die 
Bedingung ^^q) = nach Formel (19) uber in die folgende: 

|>+^-0. (39) 

Das allgemeine Integral dieser partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung hat die Form 

q> = F(x + iy) + f{x - iy), (40) 



wo i = y — 1 ist und F und f zwei willkiirliche Functionen 
bezeichnen. Man kann sich folgendermassen leicht hiervon 
iiberzeugen. Die Gleichung (39), die sich in der Form 

dx dy 

schr^iben lasst, zeigt, dass der Ausdruck 

das voUstandige Diflferential einer gewissen Function djer beiden 
Variablen x und y ist. Bezeichnet man diese Function mit z, 
so hat man: 
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zugleich ist aber auch 

d,p = ^^ dx + ^^ dy; 
hieraus folgt: 

d(q> + 10) = (^ - i gj) d(x + iy), 

d{q> — i0) = gj + i ||) d(x ~ iy). 

Dies erfordert, dass g? + ^^ ^ine Function der complexen 
Grosse x -}- iy und 9 — i^s? eine Function der conjugirten 
Grosse x — iy ist, was sick folgendermassen ausdriicken lasst: 

g) -}- i^ef = 2F{x + iy)j fp — iz = 2f(x — iy)] 

dabei kann man fur F und f zwei beliebige Functionen wahlen. 
Die halbe Summe dieser AusdrQcke giebt die Formel (40). 
Man uberzeugt sich leicht, dass die Functionen 

1) ax + by, 2) xy, 3) x^ — y^ 4) log (x^ + y^), 

5) arctan l^j 

der Bedingung (39) geniigen und auf die Form (40) gebracht 
werden konnen; sie sind daher thermometrische Functionen in 
der Ebene. Die ihnen entsprechenden isothermischen Linien 
sind; 1) die Gerade (ax + by), 2) die gleichseitige Hyperbel 
{xy), die auf ihre Asymptoten als Axen bezogen ist, 3) die 
gleichseitige auf die Axen bezogene Hyperbel {x^ — y^), 4) der 
Kreis (x^ + V^) ^^^ 5) ^i® durch den Coordinatenursprung 

gehende Gerade I— J • 

Setzt man in Formel (40) f(x — iy) = 0, so wird 

q) = F(x'\- iy)', 

man sieht hieraus, dass man jede Function einer complexen 

Grosse als eine thermometrische Function ansehen kann. 

Lasst sich eine Function einer complexen Grosse auf die 

Form 

q) s= u '\' iv • 

bringen, wo u und v reelle Functionen in Bezug auf x und y 
sind, so ist jede dieser Functionen fiir sich eine thermo- 
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metrische Function. Denn aus der .Bedingung, dass q> eine 

Function der complexen Grosse x -}- iy ist, folgt 

du dv du dv 

dx dy ^ dy dx 

und hieraus ergiebt sich: 

dx^ ' dy* dydx dxdy ' 

d^v . dH ^ a»u . ^'^ ^ Q 

aa;* ' ay* a^aa; ' dxdy 

Die die Function 9 bildenden reellen Grossen u und v kann 
man als kartographische Coordinaten in der Ebene auffassen 
(s. Kinematik § 77). 

68. Jede Function F(q)) einer thermometrischen Function 
(f nennt man einen thermometrischen Parameter. Eine solche 
Function geniigt im AUgemeinen nichtderBedingung^2-^9)=0. 
Da aber der Werth von F{q>) constant bleibt, wenn der Wertb 
von q) constant ist, und umgekehrt, so haben beide Functionen 
dieselben Niveaulinien, resp. Niveauflachen, d. h. die Niveau- 
linie resp. Niveauflache von F(q)) ist eine isothermische. 

Gesetzt, ein Punkt auf der Flacbe 8 sei durch die Coor- 
dinaten $1 und ^2 bestimmt, und 9 sei eine tbermometrische 
Function dieses Punktes; wir wollen untersuchen, welcher 
Bedingung die Coordinate g, geniigen muss, um ein thermo- 
metrischer Parameter zu sein. Nach der Definition des ther- 
mometrischen Parameters ist erforderlich, dass g,- eine Function 
von q) allein sei, und daher muss umgekehrt die tbermometrische 
Function 9 die Form q>{qi) haben, d. L sie muss eine Function 
von nur einer Coordinate sein. In diesem Falle hat man 
nach Formel (36) 



woraus folgt: 



^^*IJ + *?li = .«' (41) 



J_ ^ a'y ay 



Die rechte Seite dieser Gleichung ist von nur einer Coordinate 
Qi abhangig; daher hat auch die linke Seite diese Eigenschaft; 
damit also die Function qi eines Punktes auf einer Flache ein 
thermometrischer Parameter sei, mit anderen Worten, damit die 
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Niveaulinie (qi) eine isothermische Linie sei, ist nothwendig, doss 
das Verhdltniss ihres DifferentiaJparameters zweiter Ordnung zu 
dem Quadrat des Differential/parameters erster Ordnung von Jceiner 
anderen Variahlen ausser der Function qi seTbst abhdngig sei. 

Es giebt unendlich viele thermometrische Parameter g,-, 
die einer und derselben thermometrischen Function g? ent- 
sprechen. Kennt man einen derselben, so kann man die 
Function (p finden. Gesetzt, man habe z. B. gefunden: 

-T2- = fiii) ; 
dann hat man nach Gleichung (41) 

woraus sich durch Integration ergiebt 

e dqi + B, (42) 

wo A und B willkiirliehe Constante sind. 

Im Falle orthogonaler Coordinaten q^ und q^ hat man 
nach den Formeln (35) 



q) = A I e 



^Ai = *i*2 






dq^ ' "2^2 -1-2 a^, 

woraus folgt: 



^29^1 _ \V ^2g2 _ ^WJ 



4 _ 

und 

1st ^1 ein thermometrischer Parameter, so ist 

also nach Gleichung (44) auch: 

Oil ' 



(43) 



(44) 
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d. li. -^ ist von der Coordinate q^ unabhangig; folglich ist 



A 



^2 ebensowohl wie q^ ein thermometrischer Parameter, ent- 
spricht aber einer anderen thermometrischen Function. 

ErfQllen die beiden Coordinaten die Bedingungen z/g^i «= 0, 
^^q^ = Oy so nennt man das Coordinatensystem (g^, q^) ein 
thermometrisches. Zu diesen gebort unter anderen das System 
der rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten x und y, denn es 
ist ^^2^ '= , jd2y = 0. In dem Polarcoordinatensystem, das 
durcb den Radiusvector r und den Winkel cd gebildet wird, 
ist die erstere dieser Coordinaten, r, ein thermometrisclier 
Parameter; die zweite, o, aber ist einethermometrische Function; 
denn setzt man ^i = ^, fi'a = c, so ergeben die Formeln (44): 



hi »• ' hi 



= 0. 



Die Coordinatenlinien (r) und (©) sind beide isothermische 
Linien. 

Setzt man in Formel (42) /*(g,) == — , so erhalt man die 

dem Parameter r entsprechende thermometrisclie Function, 
namlich: 

9 = AJy + B = Alogr + B. (45) 

Die elliptischen Coordinaten in der Ebene, A und fi (Kine- 
matik § 55), sind zwei thermometrische Parameter; denn setzt 
man qi = ^ und g^ = ^, so ergiebt sich: 

h] I'-c^y hl=~c'-ii''^ 

daher sind die confocalen EUipsen (A) und Hyperbeln (ft) 
isothermische orthogonale Curven. Nach Formel (42) findet man 
die den Parametern A und fi entsprechenden thermometrischen 
Functionen: 



92 



Afy^ + B. - A log i±J^'- + B, , 
~ -^fi^J- +Bi—A,uc sin (I) + B, , 



WO Ai, J?i, A2, B2 willkiirliche Constante sind. Wahlt man 

Somoff, Mechanik. II. 9 
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fur diese Constanten die einfachsten Werthe J.^ = 1, Bj==0, 
-^2 = 1, J82 = 0, so hat man: 

9i = log ( ^ "^ f "" --) ; 92 = arc sin^-^ j. 

.Man hat daher, um von den elliptischen Coordinaten A, [i auf 
die thermometrischen y^ und q)^ Gberzugehen, die Formeln: 

A = Y^^e + e j , ft = c sm 93. 

Die DifiFerentialparameter der thermometrischen Functionen q)^ 
und 92 haben denselben Werth, namlich: 

c 2 

»^* ^ i^e +c + 2 cos 2 92 j* 

Man sieht hieraus, dass das Coordinatensystem der q)^, q)^ zu 
den kartographischen gehort (s. Kin. § 77). 

59, 1st q) eine thermometrische Function eines Punktes 
(2i> 9^2? ^s) ^^ Raume und ist die Coordinate g, der ent- 
sprechende thermometrische Parameter, so reducirt sich die 
Bedingung ^^q> = nach Pormel (37) auf die Gleichung 

^«*l|. + '^'W = 0, (46) 

die von der namlichen Form ist, wie (41). Man ersieht aus 
derselben, dass die Grosse 

nur von einer Coordinate g, abhangig ist; damit also die Function 
qi eines PunJctes im Raume ein thermometrischer Parameter, oder 
damit die Niveaufldche {qi) eine isothet-mische Fldche sei, ist noth- 
wendig, dass das Verhdltniss des Differentialparameters zweiter Ord- 
nung zum Quadrate des Differentialparam^eters erster Ordnung von 
keiner anderen Variablen abhangig sei, als von der Function (qi) seJbst 
Ist diese Bedingung erfiillt und hat man also: 



hj 



=aad. 



so findet man die thermometrische Function q>, die dem ther- 
mometrischen Parameter entspricht, nach der Formel 



q) == A I e 
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dqt + B , (47) 



worin A und B wiilkiirliche Constante sind. 

Im Falle orthogonaler Coordinaten q^, q^, q^ findet man 
nach Pormel (30): 

J^ _ ^ ^^g fe ) (48) 

hi ~ ^a, ' 

hi ~ H. • 
Fiir jedes geradlinige Coordinatensystem {x, y, 0) ist ^^x = 0, 
^2^ = 0, ^2^5? = 0; ein solches System ist daher ein ther- 
mometrisches. Fur das Polarcoordinatensystem (den Radius- 
vector r, den Winkel d', den derselbe mit einer gegebenen 
Axe bildet und den Winkel ^, den die Ebene des Winkels d' 
mit einer gegebenen Ebene bildet) ergeben die Formeln (48), 
wenn man g^ = ^, q^ = ^y q^ = '^ setzt: 

^«i=:A ^ag2 __ COS ^ ^2?8=0 

h\ ^' h\ 8in^' j,l 

Man sieht, dass die Coordinate ^ eine thermometrische Function 
ist, die Coordinaten r und %' aber thermometrische Parameter 
sind. Die Kugel (r), der Kegel (-9*) und die Ebene (^) sind 
isothermische Flachen. 

Bezeichnet man mit 9^ und q)^ die den thermometrischen 
Parametern r und %' entsprechenden thermometrischen Functio- 
nen, so findet man nach Formel (47): 

9, = y + Bj , g?2 = ^2 log (tan ^^ + B^, 

wo A^, Bi, A2, B2 willkurliche Constante sind. 

Betrachten wir noch das System der elliptischen Baum- 
coordinaten A^, Ag, A3 (s. Kinem. § 56 u. flf.). 

Setzt man qi = ^u q2 = ^27 ^3 = ^3? so folgt aus den 
Formeln (12) S. 130 der Kinematik: 



hj 



1 r_i_ + _ >_ + __L_i 



9 
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Man sieht hieraus, dass jede der drei Coordinaten k^, l^f h 
ein thermometrischer Parameter isi Bezeichnet man mit 
9i; 92; 9^3 ^^^ entsprechenden thermometrischen Funetionen, 
80 findet man nach Formel (47): 

q>, = A, r ^^' - = + B^ , 

J V((h + h) («. + ^l) («8 + i,) 

w = A r ^* I- s 

V Vi(h + h) i^ + ^) (- <h - h) ' ' 



93 



= A ( . -^^^— --= + ^3 , 

J Via, + X,) (- a, - X3) (~ 03 - is) 



WO -4i, B^, A^y B^^ A^y B^ willkiirliche Constante sind. Die 
hier vorkommenden Integrale lassen sich durch elliptische In- 
tegrale der ersten Gattung ausdrucken. Uebrigens sind alle 
jene drei Ausdriicke in dem einen enthalten: 

q>=A f - ^^ + B, 

Die speciellen Werthe dieser thermometrischen Function 

dX 



•^•^'•^ = Vv^ 



+ X) (0, + I) (0, + I) 



fiW AJ y^^^ ^x){fi,+X){-a,-l)' 



9,3(^3) = ^3/^ 



-a, 
X^ 

dX 



+ i)(-a2-i)(-«8-i)' 



-«i 



WO die Grenzen der Integrale der Bedingung 

Aj > — ^3 > A2 > — ^2 > ^3 > — ^1 
unterworfen und -4^, A^, A^ reelle Grossen sind, reprasen- 
tiren ein bemerkenswerthes thermometrisches Coordinaten- 
system, das dem System der elliptischen Coordinaten k^, X^y ^3 
conjugirt ist und dieselben confocalen Flachen zweiter Ord- 
nung (Ai), (Ag), (A3) wie jenes zu Coordinatenflachen hat. 
Hieraus folgt, dass jede centrische Flache zweiter Ordnung 
eine gewisse isothermische Flache darstellt.*) 



*) Genaueres fiber dieses Goordinatensystem findet sich in Lam^^s 
„Le9onB sor les' fonctions inverses des transcendentes et les snr&ces 
isothennes*^ Paris, 1857. 



- 133 — 

60. Wir haben in § 58 geseheu^ dass der in einer ge- 
gebenen Ebene von einem beliebigen Pole nach einem 
Punkte M gezogene Radiusyector r ein thermometrischer Pa- 
rameter und dass die logarithmische Function 

A log r + -S , 

wo A und B Constante bedeuten, die entsprechende thermo- 
metrische Function ist. Femer folgt aus § 55; dass, wenn 
r, r', r", ... die aus den Polen 0, 0', 0", . . . nach einem 
and demselben Punkte M gezogenen Radienyectoren sind, die 
Summe der thermometrischen Functionen 

^ log r + jB, A' log r' + B\ A'' log r" + B", . . ., 

wo A, By A\ B', A'\ B'\ ... Constante sind, ebenfalls eine 
thermometrische Function ist. Jene Summe kann man in der 
folgenden Form darstellen 

log(r^/^>"^"...) +C, (49) 

wo C eine Constante ist. 

Femer haben wir in § 58 gesehen, dass die Winkel 
o, G}\ (o'\ . . ., welche die Radienyectoren r, r\ r\ ... mit 
gegebenen Richtungen einschliessen, thermometrische Functionen 
sind; daher ist nach § 55 auch die Summe 

Aui + A' G3i' + A" m" + • • • + 0, 

wo Ay A\ A", ... (7 Constante sind, eine thermometrische 
Function. 

Die beideri Functionen 

a = A log r •\- A' log r + A'' log r" + • • * ^ 
/5 = A(o + A' G)' -f- J."o" -(-•.. 
reprasentiren, wenn A, A\ A'\ ... in beiden dieselben Werthe 
haben und die Winkel ci, «', o", . . . yon einer und derselben 
Axe aus im selben Sinne gerechnet werden, ein thermometri- 
sches Coordinatensystem, das, wie man leicht sieht, ein ortho- 
gonales ist. Zum Beweise der Orthogonalitat woUen wir nach 
Cap. VII der Einematik die Differentialparameter erster Ord- 
nung P und P' fur die Functionen a und /3 bestimmen. 

Der Parameter P ist die geometrische Summe der par- 
tiellen Parameter 

T-' V? ^^ •••' (50) 
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deren Eiclitangeii mit den entsprechenden Radienvectoren 
Ty r'y r\ . . . zusammenfallen. Der Parameter P' ist die ffeo- 
metrische Summe derselben Grossen (50); diese sind aber jetzt 
senkrecht zu den betreffenden Radienvectoren r, r\ r'% . . . 
aufgetragen zu denken, und zwar infolge der Annahme fiber 
die Winkel o, co', g>", . . . derart, dass, wenn man das System der 

partiellen Parameter von P in dem Sinne der Winkel o, co', o", . . . 
um 90® dreht, man das System der partiellen Parameter von 

P' erhalt; daher muss P' auf P senkrecht stehen und liber- 
diess P' = P sein. Mithin bilden die a und fi wirklich ein 
orthogonales thermometrisches Coordinatensystem, das zu den 
kartograpbischen gehort (vgl. Kinem. § 77). 

Die Linien (a) und (/3) sind orthogonale isothermische 
Curven. In dem speciellen Falle 

a = A log r -}- A log r' = A log (rr) , 

/3 == o -f- ^' 
ist die Linie (a) eine algebraische Curve, die sogenannte Cassi- 
noidej wahrend (/3) eine gleichseitige Hyperbel darstellt, deren 
Brennpunkte die Pole und 0' sind. 
Fiir den Fall 

a = A log r — A log r =A log — , 

/3 = o — o' 

werden die Linien (a) und (/3) zu zwei Kreisen.*) 

61. Die Function A log r und ihr DifiFerentialparameter 

A 

— werden im Pole unendlich gross, daher braucht ^2 ^^S ^ 

nicht gleich Null zu sein, wenn der Punkt M mit dem Pole 
zusammen^Ut. 

Um den Werth von ^2 ^^S ^ f^^ r == zu finden, muss 
man untersuchen, welche Form der allgemeine Ausdruck des 
Diflferentialparameters zweiter Ordnung, wie er sich oben aus 
der von uns aufgestellten Definition ergab, in diesem Falle an- 
nimmt, Gesetzt, die Punkte der Begrenzung eines beliebigen 



*) Eine ansfuhrliche Untersuchung dieser isothermischen Linien 
findet man in dem Werke von Lam^: Le9on8 sur les coordonn^es cur- 
vilignes et leurs diverse^ applications^ 12™® et 13™® le9ons. 
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. Flachenraumes S verschieben sich in der Flache mit der Ge- 

schwindigkeit — in der Bichtung des Radiusvectors r. Dann 

ist die quadratische Ausdehnung des Flachenraumes S in der 
Zeiteinheit durch das Integral 



/ —cos {rn)ds 



ausgedriickt, das sich liber die Begrenzung s der Flache S 
erstreckt, wobei n die Richtung der ausseren Normale der Be- 
grenzung bedeutet. Das Verhaltniss 

~j y cos {rn)ds 

ist die Ausdehnung der Flacheneinheit, und die Grenze, der 
sich diese Grosse nahert, wenn beide Dimensionen des Flachen- 
raumes 8 sich der Null nahem, ist der Werth des Diflferential- 
parameters zweiter Ordnung z/g log r in dem Punkte, mit dem 
alle Punkte des Flachenraumes S zusammenfallen. 

Bezeichnet nun q> den Winkel, welchen der Radiusvector n 
mit einer gegebenen Axe einschliesst, so ist, wie wir in § 5 
gesehen haben^ 

— cos {rn)ds = + (?9 , 

wo das Zeichen + filr den Fe^U gilt, dass der Radiusvector 
in die Flache S eintritt, das Zeichen — fur den Austritt. 
Befindet sich also der Pol ausserhalb des Flachenraumes S, 
so reducirt sich die Integration nach r auf die Summirung 
der Reihe: 

— dq) -\- dtp — dq) -{- dq) — • • • • ; 
die aus einer geraden Anzahl von Gliedern besteht; dann 
ist also: 



i^ 



— cos (rn)ds = 0. 

Daraus folgt aber, dass z/g log r = ist fur jeden mit dem 
Pole nicht zusammenfallenden Punkt M, 

Liegt dagegen der Pol in dem Flachenraume 5, so 
fUhrt die Integration nach r auf die Summe 

-{- dq) — dq -}- dq — * * * • ; 
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die eine ungerade Anzahl von Gliedem hat; daher wird 

f — COS (rn)ds ^= \ dq> = 2%\ 



folglich ist: 

-sj T ^^^ {rn)ds = -^. 

Far /S = ist diese Grosse oo ; daher nimmt ^^ log r fiir | 

r = einen unendlich grossen Werth an. Man kann also 
sagen, dass /^^ log r im Punkte zwei Werthe, und oo, hai 
Verschieben sich die Punkte der Begrenzung eines be- 

liebigen Flachenraumes S mit einer Gescbwindigkeit p gleich 
dem Differentialparameter der Function 

A log r -}- A' log >*' + ••••, 

so reducirt sich die quadratische Ausdehnung auf die Summe : 

/ p cos (jpn)ds = A I — cos (rn)ds -^ A' j — cos {r'n)ds -^ 

•Die Glieder dieser Summe^ die den ausserhalb der Flache S 
gelegenen Punkteu entsprechen, sind gleich Null; daher ist: 

Jp cos (pn)ds = 2%{A + J.' + • • •) ; (51) 

in diesem Ausdruck kommen nur diejenigen von den Constan- 
ten A, A\ A\ . . . vor, die den in dem Flachenraume S lie- 
genden Polen 0, 0', 0", . . . entsprechen. Dividirt man die 
Summe (51) durch S und lasst die Dimensionen von S derart 
in Null iibergehen, dass einer der Pole auf S verbleibt, so 
erhalt man: 

^2 (A ^^g r -{- A' log r' + J." log r" + * ' = ^^• 
Es steht nun nichts entgegen anzunehmen, dass die Anzahl 
der Pole 0, 0\ 0", , . . unendlich gross sei und dass sie eine 
continuirliche Raumgrosse, d. h. eine Linie oder eine Flache 
bilden, wahrend A, A\ A'\ ... als die Elemente der Masse m 
jener Raumgrosse angesehen werden konnen. Dann stellt die 
Summe (^ + J.' + • • ) i^ Formel (51) den innerhalb des 
Flachenraumes S enthaltenen Theil der Masse m dar. Bezeich- 
net man diesen Theil der Masse m mit ft, so hat man: 



-^ \p cos i^pn)ds = 2%^, 
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1st m eine lineare Masse und ist ihre Dichtigkeit nicht 

unendlich klein^ so hat das Verbal tniss ^ einen unendlich 

grossen Werth, wenn die Flache 8 zwei unendlich kleine 
Dimensionen hat. 

Ist m di^ Masse eines gewissen Flachenraumes u und 8 

ein Element dieser Flache, so ist die Grenze, der sich das 

Verhaltniss J nahert, wenn die beiden Dimensionen von S 

sich der Null nabern^ die Dichtigkeit q eines der Punkte der 
Masse m. 

Wahlt man dagegen die Flache 8 so, dass sie nicht 
ganzy sondem dass nur ein gewisser Theil ^ derselben der 
Flache u angebort^ so kann man die Gestalt von 8 so andern 
und die Dimensionen derart sich der Null nabern lassen, dass 

der Grenzwerth des Verhaltnisses -^ = — -^ das Product der 

• 

einem gewissen Punkte der Begrenzung der Flache u zu- 
kommenden Dichtigkeit q in den Grenzwerth des Verhalt- 
nisses -^ ist^ welcher letztere kleiner als Eins ist und sowobl 

von der Gestalt der Flache 8 als auch von der Art, wie ihre 
Dimensionen abnehmen, abbangt. Offenbar kann man eine 
solche Flache 8 wahlen und ihre Dimensionen derart abnehmen 

lassen, dass der Grenzwerth -^ gleichjederbeliebigenZablwird, 

die kleiner als 1 ist. 

Aus dem Obigen schliesst man^ dass das tiber die Flache u 
ausgedehnte Integral 

Tlog rdm =Jq log rdUy (52) 

•wenn q fur jeden Punkt der Flache u einen endlichen Werth 
hat, eiue thermometrische Function des Punktes M ist, wenn 
dieser Punkt ausserhalb der Flache u liegt. Liegt derselbe 
aber innerhalb, so hat es nicht mehr diese Eigenschaffc, weil 
sein Diflferentialparameter zweiter Ordnung dann nicht mehr 
Null ist; die Grosse des letzteren ist dann 

^2 flog ^^^ = ^^Q y 
wenn q die Dichtigkeit der Masse m im Punkte M bezeichnet. 
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Liegt endlich der Punkt M auf der Begrenzung der Flache u 
und hat er die Dichtigkeit Qy so ist: 

^2 flog rdm = 2;rp5, 

wo s eine willkurliche Zahl zwischen und 1 bedeutet. 

62. Bei Betrachtung der raumlichen Polarooordinaten 
eines Punktes Mm § 59 hatte sich gezeigt^ dass der von 
einem gegebenen Pole nach jenem Punkte M gezogene Radius- 
vector r ein thermometrischer Parameter ist und dass die 

A 
Function 1- ^ bei eonstanten Werthen von A und B die 

entsprechende tbermometrische Function ist. 
Nach § 55 ist daher die Summe 

A A' A" 

_-i_^-i_fL__j L(7 

worin Ay A'y A", ... (7 Constante und r, r', r", ... die aus 
den Polen 0, 0', 0", . . . nach dem Punkte M gezogenen 
Badienvectoren sind, ebenfalls eine thermometrische Function. 

Der Differentialparameter erster Ordnung P dieser Function 
ist die geometrische Summe der partiellen Parameter 

A A' A" 



• • 



^J ; ^'2> ^"8> > 



die auf den entsprechenden Radienvectoren r, r'yr\ ... in 
entgegengesetztem Sinne aufzutragen sind. 

Bei dem Beweise (§ 59), dass ^2(~) =^ ^ ist, war vor- 

ausgesetzt, dass r nicht gleich Null oder dass der Punkt M 
nicht der Pol selbst ist. Betrachten wir nun den Werth von 

^2\~] ^^^ r = y indem wir von der allgemeinsten Definition 

des Differentialparameters als der cubischen Ausdehnung aus- 
gehen. 

Bedeutet V ein beliebiges Volumen und nimmt man an, 
dass jeder Punkt seiner Oberflache S mit einer dem Parameter 

erster Ordnung der Function — geometrisch gleichen Ge- 

schwindigkeit in dem dem r entgegengesetzten Sinne verschoben 
wird, so erhalt man fiir die cubische Ausdehnung des Vo- 
lumens F in der Zeiteinheit den Ausdruck 
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dV 
dt 



= — /^ cos (rn)dS, 



worin n die RichtuBg der ausseren Normale der Oberfiache S 
bezeichnet. 

Der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck ist, wie 
in § 5 gezeigt wurde, das Element do eines Kugelflachen- 
stdckes 6 Yom Badias 1 und Gentrum 0, welches durch einen 
Kegel, dessen Spitze in und dessen Grundflache dS ist, aus- 
geschnitten wird. Setzt man also 

-|- cos (rn) dS = ^da , 

so gilt das Zeichen — fiirden Fall eines Eintritts, das Zei- 
cben + fiif ^^^ Fall eines Austritts des Badiusvectors aus 
der Kagelflache. Liegt also der Pol ausserhalb des Volu- 
mens F, so liefert die Integration nach r die Summe 

d0 — do -f- do — do -\- ' ' ' J 

die aus einer geraden Anzahl gleicher Glieder mit abwechseln- 

dV 
dem Vorzeichen besteht. Daher wird bier -^ = 0, folglicb ist 

.1 y 1 dV ^ 

^ r V dt ' 

wenn der Punkt M mit dem Pole zusammen fallt, 

d. h. in diesem Falle ist — eine tbermometrische Function. 

r 

Liegt aber der Pol innerbalb des Volumens F, so fubrt die 
Integration nacb r auf die Summe 

— do -\- do — do -\- ' ' ' f 
die eine ungerade Anzahl entgegengesetzt gleicher Glieder 
enthalt. Es ist daher 



dV 

dt 



— I do = — 43r ; 



mithin wird die Grenze, der sich die Ausdehnung der Volu- 
meneinheit in der Zeiteinheit nahert, namlich der Ausdruck 

1 dV 47t 

y~di~ ~V' 

wenn sich alle drei Dimensionen von F der Null nahern, der 
Pol aber innerbalb des Volumens bleibt, uneudlich gross. 
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Man hat also fdr r «= fiir den Differentialparameter zweiter 
Ordnung ^2(~') ^wei Werthe: und oo. 

Gesetzt nun, jeder Punkt der Oberflache S des Volumens 

V verschiebe sich mit einer Geschwindigkeit, die dem DiflFeren- 
tialparameter erster Ordnung P der Function 

- + -^ + C + . . . 

gleich ist. Dadurch erLalt das Volun^en eine cubische Aus- 
dehnung 

/Pcos(Pw) d5 = -=- 4;r (^ + ^' + ^" H ), (53) 

die nur diejenigen von den Constanten A, A', A'\ . . ., welche 
den innerhalb des Volumens V gelegenen Polen 0, 0\ G\ . , . 
entsprechen, enthalt. Dividirt man den Ausdruck (53) durch 

V und lasst alle drei Dimensionen dieses Volumens sich der 
Null nabern, wobei jedoch einer der Pole innerhalb des Vo- 
lumens bleiben soil; so erhalt man in der Grenze: 

/A A' A" \ 

^^\J + 7- + 7- + • • •) = ^• 

Nehmen wir nun an, die Anzahl der Pole 0, 0', 0", . . . 
sei unendlich gross, so dass dieselben eine continuirliche Raum- 
grosse (eine Linie, eine Flache oder ein Volumen) bilden, deren 
Masse m die Dichtigkeit q habe, und untersuchen wir die 
Function des Punktes Jf, die durch das Integral 



} 



das sich fiber die Masse m erstreckt, ausgedriickt ist; dabei 

bedeute r den Abstand des Punktes M von dem Elemente dm. 

Liegt der Punkt M. ausserhalb der Masse m, so ist diese 

Function offenbar eine thermometrische, da ja jedes Element 

— diese Eigenschaft hat Fiir einen in der Masse m ent- 

haltenen Punkt dagegen verliert sie diese Eigenschaft. Um dies 
zu beweisen, wollen wir den Werth des Diflferentialparameters 
zweiter Ordnung bestimmen. 

Denken wir uns ein beliebiges Volumen V und nehmen 
wir an, dass jeder Punkt seiner Oberflache verschoben wird 
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mit einer Geschwindigkeit gleich dem Differentialparameter P 
der Function (54). Mit Hilfe der Pormel (53) ergiebt sich 
fur die cubische Ausdehnung des Volumens V der Ausdruck 

wo /i der im Volumen V enthaltene Theil der Masse m ist; 

daher hat man fiir die mittlere cubische Ausdehnung der Yo- 

lumeneinheit in der Zeiteinheit den Ausdruck: 

1 dV . (I 

viu — ^^ y 

Ist m die Masse einer Linie oder einer Flache von der 
endlichen Dichtigkeit q in jedem Punkte^ so wird diese Grosse 
unendlich gross, wenn alle drei Dimensionen von V unendlich 
klein sind*^ daher ist dann: 



. rdm 



oo 



Wenn aber die Masse m eine Raumgrosse von drei Di- 
mensionen erfQllt und die Dichtigkeit q in jedem Punkte end- 
lich ist, so erhalt man, wenn man fiir V das Volumen der 
Masse ft wahlt und alle drei Dimensionen desselben sich der 
Null nahern lasst, in der Grenze: 

^ij^ = — ^^9, (55) 

wo Q = lim Y ^^ Dichtigkeit in demjenigen Punkte M ist, 

in den alle Punkte des Volumens V zusammenfallen. 

Gesetzt, der Punkt M liege auf der Oberflache der Masse m 
und wahlen wir fiir V ein beliebiges Volumen, das diesen 
Punkt enthalt; es sei ft der in diesem Volumen enthaltene 
Theil der Masse m und V ihr Volumen. Man hat dann: 

Aj-y^ = — 4;r . lim f^\ • lim (-y\ . 
Hierin ist lim (yn die Dichtigkeit q im Punkte Jf, wahrend 

lim ( -tt) jeclG beliebige Zahl £ zwischen und 1 bedeuten 

kann. Man hat also allgemein: 

^.Jf^ = - 4«9*, (56) 

WO man far einen ausseren Pimkt M immer 6 = 0, fur einen 
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inneren « = 1 zu setzen hat^ wahrend fur einen auf der Ober- 
flache der Masse m gelegenen Punkt ^ « ^ 1 ist. 

Die beiden in den letzten'§§ betraehteten Functionen (52) 
uud (54) finden in der Mechanik und in der mathematischen 
Physik sehr wichtige Anwendung. Wir werden im zweiten 
Capitel der Statik auf dieselben zuriickkommen; wo wir Me- 
thoden zu ihrer Berechnung fQr gewisse Massen geben und 
ihre Eigenschaften genauer untersuchen werden. 

Lame nennt den tbermometrischen Parameter^ betrachtet 
als Function der entsprechenden thermometrischen Function, 
die inverse Function. In Form solcher inversen Functionen 
lassen sich unter anderen die Exponential- und die elliptischen 
Functionen darstellen, wie wir in § 57 u. S, gesehen haben. 
Eingehende Untersuchungen iiber die inversen Functionen, von 
diesem Gesichtspunkt aus betrachtet, findet man in dem Werke 
von Lame: „Le9ons sur les fonctions inverses des transcen- 
dentes et les surfaces isothermes."*) 

Wir werden nun noch andere bemerkenswerthe Folgerungen 
betrachten, die sich aus den Ausdriicken fur die Variationen der 
Masse einer Flache und der Masse eines Volumens ergeben. 

63. Denken wir uns uber die Flache S eine Masse m 
vertheilt, deren Dichtigkeit nur eine Function der Punkte der 
Flache ist, d. h.: von der Zeit nicht explicit abhangt; die 
Punkte dieser Flache soUen sich auf der Flache selbst ver- 
schieben mit einer Geschvvindigkeit, die dem Differentialpara- 
meter erster Ordnung p einer gegebenen Function q) geome- 
.trisch gleich ist. Die dadurch herbeigeffthrte Variation der 
Masse m ist durch das Litegral 

Sm = StJ*Qp cos(pn)ds 

ausgedriickt, welches iiber die Begrenzung s auszudehnen ist 
und in dem n die Richtung der in der Tangentenebene von S 
liegenden ausseren Normale dieser Begrenzung bedeutet An- 
dererseits hat man nach den Formeln (9) und (10) § 47: 

^) Auch die Abhandlnng von Hd.ton de la Goupilli^re „M^moire 
sur nne nouvelle th^orie g^n^rale des lignes isothermes et du potential 
cylindrique," die sich in dem Joum. de Tfic. Polyt. 38™® cahier p. 16 findet, 
enthSllt interessante Untersuchungen fiber die thermometrischen Functio- 
nen, die isothermischen Linien und die isothermischen FlS^chen. 
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dm =f{SQ + Qj^q)St)dSy 

worin sich die Integration fiber die Flache 8 erstreckt*) 

Setzt man diesen Ausdruck gleich dem vorhergehenden 
und dividirt durch St, so ergiebt sich: 

/ d*^^"^ / 9^29^5= I Qp cos (pn) ds , (57) 

Bezeichnet man mit p' den DiflFerentialparameter erster Ord- 
nung der Function q, die, wie vorausgesetzt, t nicht explicit 
enthalt, so hat man 

^ = p' cos (p'p)p = pp' 
(s. Kinematik § 112, S. 243)-, hiermit geht Formel (57) ttber in: 

Jpp' dS -\-fQ^29 ^^ =fQP cos (p n) ds . (58) 

Dabei sind q und (p willkHrliche Functionen, die nur der Be- 
dingung unterworfen sind, dass sie selbst, sowie ihre Diflferen- 
tialparameter p und p' f(ir jeden Punkt des Flachenraums 8 
je einen bestimmten endlichen Werth haben; ^2^ ^^^ ®^^® 
endliehe Grosse, die in gewissen Punkten discontinuirlich sein 
kann. Wenn iiberdiess auch ^2 9 ^^^ letzteren Bedingung 
geniigt, so lassen sich die Functionen q und (p vertauschen; 
man erhalt dadurch: 

Jpp'dS '\-fq)^2Q^^ =fq)p' co9 {p'n)ds. 

Subtrahirt man diese Formel von (58), so ergiebt sich die 
Gleichung 

Jq^2^^^ '-'J^^2Q^^ =JqP cos (pn)ds —Jqyp c>os{p'n)dSy (59) 

die eine bemerkenswerthe gegenseitige Beziehung der Functio- 
nen Q und 9 zu einander ausdriickt. 



*) Diese Formel lasst sich folgendermassen leicht direct ableiten. 
Man kann die Masse m als Summe der Elemente qdS ansehen und die 
Variation Sm als Summe der Yariationen jedes einzelnen Elements. Die 
Variation eines einzelnen Elements kann man aber in der Form darstellen 

folglich ist: 

8m '^JiSq + qJ^q>8t)dS , 
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64. Setzen wir nun die Flache S als eben voraus nnd 
bezeichnen wir mit r den Radiusvector, der von einem be- 
liebig in dem Flachenraum S gewahlten Pole nach irgend 
einem Punkte dieses Flachenraums oder dessen Begrenzung s 
fiihrt; endlich sei 

Q = log{r). 

Far r = wird q = — oo^ also darf die Integration auf der 
linken Seite der Gleichung (59) nicht fiber die ganze Flache S 
ausgedehnt werden; dagegen wird nichts entgegeustehen, diese 
Integration fiber denjenigen Theil der Flache 8 auszudehnen, 
der von der Begrenzung s und von der Peripherie eines Krei- 
ses begrenzt wird, welcher aus als Centrum mit einem so 
kleinen Radius e beschrieben ist, dass er ganz in die Flache S 
hineinfallt. Man muss dann auf der rechten Seite der Glei- 
chung (59) die Integration iiber die Begrenzung s und die 
Peripherie des Kreises vom Radius s ausdehnen. Dabei ist 
zu beachten, dass fiir alle Elemente eZ/S auch ^2log(r) = 

ist und dass der Parameter jp' gleich — und langs r gerichtet 

ist; dadurch geht die Formel (59) liber in die folgende 

/ log(r) J^q>dS = llog{r)pcoB(pn)ds — / y — cos (rn)ds 

+ / log (f) P cos (pn) ds — f<P~ cos (rn) ds , (60) 

c e 

worin / eine Integration iiber die Peripherie des Kreises vom 

Radius e bedeutet. Unter diesem Integralzeichen hat man 
r = 6 und cos (rn) = — 1 zu setzen; bezeichnet nun o den 
Winkel, den der Radius vector r mit einer beliebigen festen 
Axe bildet, so ist ds = edco] also wird 

/ log(r)pcos (pn) ds = — f log(f) f p cos (ps) den , (61) 

— j q> — cos (rn) ds = tp^ i do = 27tq)s , 

wobei q}e der Mittelwerth ist aus alien Werthen, die die 
Function q) auf der. Peripherie des Kreises vom Radius £ hat. 
Wird e unendlich klein und geht in Null tiber, so erhalt 9, 
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den Werth, den q> im Punkte hat. Die Grosse b log b ist 
bekanntlich gleich Null fiir £ = 0, wahrend fp cos (jps) dca 
einen endlichen Werth behalt; daher wird (61) zugleich 
mit B zu Null; folglich geht die Formel (60) fUr £ = in die 
folgende fiber: 

flog(r)^2^d8=^ f log(r)pcoQ{pn)ds — j q) —cos(m)ds-\-27t%{62) 

wo die Integration auf der linken Seite fiber die ganze Flache S 
auszudehnen ist. Dies ist hier zulassig, weil der auf die Ereis- 
flache Yom Radius b beziigliche Theil des Integrals unendlich 
klein ist. Wegen dS =^ rdrda hat man namlich 

Aog (r) J^q)dS ==/ log (r) ^^9 ' ^drdfo ; 

integrirt man nun fiber die Flache des Ereises {b) und be- 
zeichnet mit M[\og{r) - rd^rp] den Mittelwerth aus alien 
Werthen der Function log(r) - rd^q) auf einem beliebigen Ra- 
dius r zwischen und b^ so hat man: 

Tlog (r) J^q> • rdrdfo = bJMWo^ (r) • ^2^2^] ^^ • (6^) 



Da die Grosse log (r) • r ffir r = £ einen unendlich kleinen 

Werth hat und ^2 9 1™ AUgemeinen endlich ist, so ist der 

Werth -3f [log (r) -r/i^q>\ unendlich klein; ausserdem ist in (63) 

das Integral / mit der unendlich kleinen Grosse b multiplicirt; 



folglich ist der ganze Ausdruck (63) unendlich klein. In (62) 

kann man femer p cos (j^n) = ^ setzen, wenn man mit dn 

die Verschietiung eines beliebigen Punktes der Begrenzung 
langs der ausseren Normale bezeichnet. 

Die Formel (62) liefert einen bemerkenswerthen Ausdruck 
fiir den Werth, den die Function 9 in einem beliebigen 
Punkte der Flache S hat, namlich: 

9 = ^ [ riogW^29<'5^+ r97Cos(m)(fe— Aog(r)^(fe^ . (64) 

Diese Formel sagt aus, dass eine einwerthige endliche Function 
q) der Punkte einer gegebenen Flache S sich bestimmen lasst, wenn 
bekannt ist: 1) der Werth ihres Di/ferentialparameters zweiter 
Ordnung ^^tp in jedem Punkt der Flache Sj 2) der Werth der 

Somoff, Mechanik. 11. 10 
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Function seJhst in jedem Punkt der Begrenztmg s und 3) der 

Werth der Projection -^ des DifferenticUparameters erster Ord- 

nung auf die dussere Normdle fur die Punkte der Begrenzung^ d. h, 
der Werth der Derivirten von q) iezuglich einer zu der Begrenzung 
normalen Verschiebung, 1st der Werth von q) flir jeden Punkt der 
Begrenzung gegeben, so kennt man die Werthe der Derivirten 

dm 

-^ bezuglich einer Verschiebung langs der Begrenzung; diese 

Grossen bestimmen in Verbindung mit dem gegebenen Werth 

von ■—- die Grosse und Richtung des Parameters erater Ord-. 

nung p in jedem Punkte der Begrenzung. 1st umgekehrt die 
Grosse und die Richtung des Parameters jp in jedem Punkte 
der Begrenzung s gegeben, so kann man seine beiden Compo- 

nenten 3^ und 3^ bestimmen: indem man die letztere nach 
dn ds ' 

s integrirt, fihdet man 9 fiir jeden Punkt der Begrenzung. 

Wenn fiir alle Punkte der Flache S die Relation ^29 = 

besteht; so ist die Function q) eine thermometrische ; in diesem 

Falle giebt die Formel (64): 

9 = i [y 9 -7 cos (rn) ds -flog (r) ^ dsj . (65) 

Ddher Idsst sich der Werth einer thermometrischen Function in 
jedem Punkt einer gegebenen Flache bestimmen, wenn fiir jeden 
Punkt der Begrenzung dieser Flache gegeben ist: 1) der Werth 
der Function selbst und 2) der Werth ihrer Derivirten bezuglich 
einer zu der Begrenzung normalen Verschiebung, 

In der allgemeinen Formel (64) stellt derjenige Theil, der 
aus Integralen, die sich fiber die Begrenzung s erstrecken, be- 
steht, immer eine gewisse thermometrische Function dar. Die 
Formel (64) liefert namlich 

^,9>=^,Jlog(r)^d5+^,j^[y*9>icos(m)&-yiog(r)^rfs]}, 

und wenn man in der in § 61 S. 137 gefundenen Formel 

jd^f\og {r) • QdS = 2jcq 

Q = -^ setzt, so hat man 



2n 



Af^os(r)^dS=Ag>', 
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daher ist: 

^2 ly^ [9 7- cos (rn) ds -Jlogir) ^ ds] j = 0. 

Man sieht hieraus^ dass sich jede thermometrische Function q) 
als Summe der beiden folgenden Fanctioneii darstellen lasst: 

^' = f log {r)^dS, 

9" = ^ [ r^ 7- cos (rn) ds — flog (r) ^^ dsj . (66) 

Dieselben haben folgende £igenschafien: die erstere^ q)\ ist keine 
thermometrische Function fur die Punkte der Flache S und 
gehort zu der Functionsgattung (52), d. h. sie stellt sich dar 
als das Integral des Products von log (r) in das Element einer 

uber die Flache S vertheilten Masse m, deren Dichtigkeit q = -~^ 

ist; die zweite Function, 9", ist eine thermometrische und ist 
nur durch die Werthe der Function q) selbst, sowie ihrer De- 
rivirten nach einer normalen Verschiebung fiir die Punkte der 
Begrenzung bestimmt. 
• Nach Pormel (64) ist 

^" ^ 2V [/9>" T ^^' (^^) ^' ""/^^8 W ft- ^^] •' 
subtrahirt man dies von dem Ausdruck (66), so findet man: 

^ [J 9^' y cos (rn) ds —Jlog (r) ft ^«] = ; 

man hat also bei Anwendung der Formel (64) auf die Function 
q>' den auf die Begrenzung bezuglichen Theil gleich Null 
zu setzen. 

66. Nehmen wir nun an, es sei m die Masse eines von 
der FEche 8 begrenzten Volumens F; die Dichtigkeit q der 
Masse m sei eine Function des betreffenden Punktes allein, 
d. h. nicht explicit abhangig von der Zeit t Denken wir uns, 
wie in § 52, eine Verschiebung, bei der die Geschwindigkeit 

in jedem Punkte der Differentialparameter erster Ordnung P 
eiuer gewissen Function 9 ist. Man hat dann ^»=0, unddie 

Variation 8m der Masse ist daher durch das iiber die Ober- 

flache S auszudehnende Integral 

10* 
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dm = dtfQP cos (Pn) dS (67) 

dargestellt; dabei ist n die Richtung der ausseren Normale 
von dS. 

Andererseits ergiebt sich aus den Formeln (23) und (24) S. 1 17. 

dm ==/(*? + QA^St) dV*) 

wobei die Integration sich auf das Volumen V ^rstreckt. Be- 
zeichnet man mit P' den Differentialparameter erster Ordnung 
der Function q, so ist (vergl. Kinematik, Cap. XII) 

Sq = P' cos (P'P) P8t] 
daher wird: 

8m = dtfPT dr-{- dtjQj^tpdV. 

Setzt man diesen Ausdruck gleich (67) und dividirt durch 8t, 
so ergiebt sich: 

fPP' dV +fQ^,^q)dV ^JqP coB{Pn)dS . (68) 

Hierin sind q und q) willkiirliche Functionen, die nur der Be- 
dingung genugen miissen, dass sowohl sie selbst als auch ihre 
Differentialparameter P und P' in jedem Punkte des Volumens 
continuirliche endliche einwerthige Grossen bleiben soUen; 
dabei hat ^g^ ^^^ einen endlichen Werth in jedem Punkte 
und bleibt in der ganzen Ausdehnung des Volumens V end- 
lich; kann aber discontinuirlich sein. Geniigt iiberdies auch 
^2 9 dieser lejbzteren Bedingung, so kann man in Formel (68) 
Q mit 9 und q) mit q vertauschen; man erhalt dadurch: 

fPP' d V +fq)J29d V =Jq>P' cos (P'n) dS . 

Durch Subtraction dieser Gleichung von (68) erhalt man die 
Formel 

fQ^^q>dr—fq>^2Qdr^fQPcos(Pn)dS-fq>P'cos{P'n)dS,(69) 



*) Diese Formel kann man auf folgende Weise direct erttalten. Die 
Variation 9m ist die Samme der Variationen jades Elements der Masse m ; 
die Variation eines solchen einzelnen Elements qdV ist aber: 

folglich ist: 

dm ^^f(3Q + p^gqp^OdF. 
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welche eine gewisse wechselseitige Beziehung der Functionen 
9 und Q zu einander ausdriickt. 

Die Formeln (68) und (69) entsprechen den Formeln (58) 
und (59) in § 63, die sich auf Functionen eines Flachenpunktes 
bezogen, und fahren zu ahnlichen Folgerungen. 

66. Bezeichnen wir nun mit r einen Radiusvector, der 

von einem innerhalb des Volumens V gewahlten Pole nach 

einem beliebigen anderen Punkte dieses Volumens fubrt; und 

setzen wir: 

1 



Da dann q = oo wird fur r = 0, so sind wir nicht berech- 
tigt, die Integration auf der linken Seite der Gleiehung (69) 
Tiber das ganze Volumen V auszudehnen. Doch ist es zulassig, 
die Integration iiber denjenigen Theil des Volumens V aus- 
zudehnen, der zwischen der Flache 8 ijnd einer Kugelober- 
flache liegt, deren Centrum und deren Radius s so klein 
ist, dass die Kugel ganz innerhalb F liegt. 

Unter dieser Voraussetzung hat man auf der rechten Seite 
der Gleiehung (69) die Integration iiber die Flache S und die 
Oberflache der erwahnten Eugel auszudehnen. Ueberdies hat 

man ^2 9 = ^2 ( ~ ) = ^ ^^^ ^^^ •^' ^® Grosse —^ zu setzen; 

diese Grosse ist auf r in entgegengesetztem Sinne aufzutragen. 
Dadurch erhalt man aus Formel (69): 

A ^^q)d V= r^P cos (Pw) dS+ Crpy, cos {rn)dS 
+J\ P cos (Pn) dS +Jq> ^ cos (rn) dS ; 

hierin bedeutet / eine fiber die Kugelflache vom Radius a aus- 

zudehnende Integration; man hat daher unter diesem Integral- 
zeichen r = s und cos (rw) == — 1 zu setzen. Bezeichnet man 
mit 6 die Oberflache einer Kugel vom Radius 1 und vom 
Centrum und mit d0 ihr Element, das von einem Kegel, 
dessen Spitze und dessen Basis dS ist, ausgeschnitten wird, 

so hat mau -^ cos (rn) dS == — d<y; folglich ist 
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fy P COS (Pn)dS = — srP COS (Pe)d0, -^ (7.0) 

I q>—i COS (rn)dS =^ — q}^ j da = — Anq)^ , 

WO 9e der Mittelwerth unter alien Werthen ist, die die Func- 
tion 9 auf der Oberfiache der Eugel vom Radius a hat. Ist 
nun a unendlich klein und nahert sich der Null, so erlangt 
9« den Werth, den 9 im Punkte hat; dabei behalt/Pcos(Pf)d<y 
einen endlichen Werth; folglich wird die Grosse (70) far f = 
zu Null, und die Formel (69) giebt 

C^J^q>dV= ryPcos{Pn)dS+ rq>~co&(rn)dS-'4:X%{n) 

worin links liber das ganze Volumen V zu integriren ist. Dies 
ist deshalb zulassig, well der auf das Volumen der Kugel vom 
Radius a beziigliche ^heil des Integrals unendlich klein ist. 
Man kann namlich dV = r^drda, also 

I — ^2^^ ^ = / ^29 • ^drda 

setzen; bezeichnet man nun mit Mi/I^^ ,r) den Mittelwerth 
aller der Werthe, welche die Function ^^q),r fQr die auf 
einer beliebigen Richtung r zwischen dem Centrum und der 
Kugeloberfiache vom Radius a gelegenen Punkte hat, so ist 

C^J^q>dV=a fM{J^(p . r)d6, (72) 

a 

WO f eine iiber die Kugeloberfiache auszudehnende Integra- 

a 

tion bedeutet. Hier hat nun M{J^q> .r) bei unendlich klei- 
nem a einen unendlich kleinen Werth, und ausserdem ist J 

mit a multiplicirt; daher ist der Werth des Integrals (72) un- 
endlich klein. 

In Formel (71) kann man 



Pcos(Pn) = §^ 



dn 
setzen, wenn ^ die Derivirte der Function 9 bezttglich der 
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Verschiebung dn eines beliebigen Punktes der Flacbe S langs 
der ausseren Normale von 8 bedeutet. 

Lost man die Gleichung (71) nach q> auf, so erhalt man 
einen bemerkenswerthen Ausdruck fur den Werth, welchen 
diese Function in einem beliebigen Punkte des Voiumens V 
hat, namlich: 

Diese Formel zeigt, dass eine einwerfhige continuirliche Func- 
tion q> sich in jedem Punkte innerhaJb eines gegebenen Voiumens 
V besHmmen Idsst, wenn bekannt ist: 1) der Werth ihres Diffe- 
rentialparameters zweiter Ordnung in jedem Punkte des Voiumens, 
2) der Werth der Function seTbst fur jeden Punkt der Oherfldche 
dieses Voiumens und 3) fur jeden Punkt der Oherfldche der 
Werth der Projection des Differentidlparameters erster Ordnung 
auf die Normale der Oherfldche odsTy was dasseJhe ist, der Werth 
der Derivirten der Function q) hezuglich einer 0u der Oherfldche 
normalen Verschiebung fii/r jeden Punkt der Oherfldche. 

Ist der Werth von q> ffir jeden Punkt der Oberflache'/S 
gegeben, so ist die derivirte Function von rp beziiglich jeder 
die Flache S tangirenden Verschiebung bekannt. Zwei solche 

Derivirte in Verbindung mit der Derivirten -^ beziiglich 

einer normalen Verschiebung bestimmen die Grosse und Rich- 
tung des Differentialparameters erster Ordnung P in jedem 
Punkte der Flache S, 

Ist d^q) = fur alle Punkte des Voiumens F, so ist 9 
eine thermometrische Function; die Formel (73) giebt dann: 

9^ = i [JtTu ^^ +f^T* ««« (''")'^^]- (74) 

Hieraus sieht man, dass der Werth einer thermometrischen 
Function in jedem Punkte eines gegebenen Voiumens sich be- 
stimmen Idsst, wenn fUr jeden Punkt der Oherfldche der Werth 
der Function selhst und der ihrer Derivirten beziiglich einer mr 
Oherfldche normalen Verschidmng bekannt sind. 

Der Theil der Formel (73), der die auf die Oberflache 
ausgedehnten Integrale enthalt, stellt immer eine thermo- 
metrische Function dar. Man hat namlich aus (73): 
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Setzt man nun in der Formel (55), namlich 

daher ist: 

Hieraus folgt, dass jede nicht thermometrische Function 9 sich 
als Summe zweier Functionen 

•f' ~ - hf"-^ "y. 

f"-h[jT'£^S+j''P7''°'(r'>)dS\ (76) 

darstellen lasst. Diese Functionen .besitzen folgende Eigen- 
^chaften: die erste, 9?', ist eine nicht thermometrische Func- 
tion fiir die Punkte des Volumens V und gehort zu der Func- 
tionsgattung (54)^ d. h. sie lasst sich durch das Integral von 

— , multiplicirt mjt dem Element deqenigen Masse m, darstellen^ 

deren Dichtigkeit in jedem Punkte des Volumens V durch 

^ = — ^— z/g?? ausgedriickt ist; die zweite Function, q>'\ ist 

eine thermometrische und bestimmt sich allein mit Hilfe der 
Werthe, welche die Function q> selbst und ihre Derivirte be- 
zuglich einer Normalverschiebung fiir die Punkte der Ober- 
flache haben. 

Nach Formel (74) hat man 

subtrahirt man dies von dem Ausdruck (75), so folgt: 
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d. h. der auf die Oberflache des Volumens V beziigliche Theil 
ist fiir die Function q>' gleich Null. 

Die Pormeln (59), (64), (69), (73) finden sowohl in der 
reinen Analysis, als auch in der mathematischen Physik sehr 
wichtige Anwendung. Man nennt sie die Green'schen For- 
mdny weil dieser Geometer die Formeln (69) und (73) auf die 
Losung von Problemen aus der Elektrostatik und dem Magne- 
tismus angewendet hat.*) 



*) S. die AbhandluDg von Green: „An Essay on the application 
of mathematical Analysis to the theories of Electricity and Magnetism'* 
in Grelle's Jonmal, Bd. 39, 44, 47. 



Statlk. 



Capitel I. 

Der continuirliche materielle E5rper. -^ Der materielle Pankt. — Satze 
der Mechanik, welche die Abh9.Dgigkeit der kinematischen GrSssen der 
Bewegung eines materiellen Punktes von den Ursachen der Bewegang 
bestimmen. — Dynamische Masse eines Punktes und eines Edrpers. — 
Maass der Kraft. — Geometrische Derivirte der Kraft. — Zusammen- 
setzung der Kr9.fte. — Gleichheit der Action und Reaction der Mole- 
cularkrafte. — TrSgheitsmittelpunkt. — Gesetz der Erhaltnng der 

Bewegung des TrS^heitsmittelpunktes. 

1. Die Statik und die Dynamik behandeln die Ruhe und 
die Bewegung der physischen Korper. Wenn man solche 
Ruhe- oder BewegungszuBtande betrachtet, die von der inneren 
Structur des Korpers, d. h. von der Gestalt und Lage der die 
Materie des Korpers bildenden unmessbar kleinen Theilchen, 
nicht unmittelbar abhangig sind, so setzt man voraus, dass das 
ganze sichtbare Volumen des Korpers von continuirlicher Materie 
erfiillt sei; der wirkliche Korper wird also durch einen fingir- 
ten, continuirlichen Korper ersetzt, dessen Ruhe oder Be- 
wegung genau oder wenigstens annahemd dieselben Erschei- 
nungen darbietet^ wie sie der wirkliche Korper zeigen wUrde. 

Unter der Yoraussetzung nun^ dass das Volumen des 
Korpers continuirlich von Materie erfQllt sei, -theilt man das- 
selbe in Differentialelemente von drei unendlich kleinen Dimen- 
sionen und bestimmt die Lage jedes solchen Elements durch 
die Lage eines seiner Punkte; daher reprasentirt ein solches 
Element einen Punkt, der mit einer gewissen Materie behaftet 
ist und heisst deshalb ein materieller Punkt 

Ueberhaupt betrachtet man einen Korper von endUchen 
oder unendlich kleinen Dimensionen als einen materiellen Punkt, 
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wenn man sich mit der Untersuchung der Ruhe oder Bewegung 
eines einzigen Punktes begniigt^ der entweder dem Volumen 
des Korpers angehort, oder zwar ausserhalb desselben liegt, 
aber mit den Punkten des Korpers in geometrischer Verbin- 
dmig stehi In diesem Sinne wird z. B. ein fallender Korper^ 
ein Planet in seiner Translationsbewegung um die Sonne ^ ein 
in Bewegung begriffener Eisenbahnzug als Punkt behandelt. 
Zunachst werden wir unter einem materiellen Punkte einen 
continuii^lichen Eorper von drei unendlich kleinen Dimensionen 
verstehen. 

2. Die Ruhe eines materiellen Punktes, sowie die Oe- 
schwindigkeit und alle Beschleunigungen seiner Bewegung, 
sind von zwei Ursachen abhangig: von der TrdgJmt der Materie 
und von den Krdften. Diese Abhangigkeit bestimmt sich auf 
Grund folgender Satze, die man in der Mechanik als Hypo- 
thesen aufgestellt hat, die aber durch die Uebereinstimmung 
der aus ihnen gezogenen Schlussfolgerungen mit der Erfahrung 
ihre Bestatigung gefanden haben. 

I. Trdgheit nennt man eine Eigenschaft der Materie, 
die fur einen einzelnen materiellen Punkt in Folgendem besteht: 
ein in Ruhe befindlicher und von der ihn umgehendeii Materie 
abgesonderter mcUerieller Punkt hleibt im Zustande der RnJiey 
d, h, er Jcann von selbst nicht anfangen sich m hewegen. 

Er gerath in Bewegung durch die Anwesenheit von ausser 
ihm vorhandener Materie. Diese Einunrkung der dusseren Mor 
terie wird einer Ursache zugeschrieben, die man Kraft nennt. 

Wenn sich ein tnaterietter Punkt eine gewisse Zeit hindurch 
unter der Wirkung einer Kraft hewegt und diese Wirkung dann 
aufhort, so hewegt sich der Punkt in der nun folgenden Zeit in- 
folge der Trdgheit mit einer nach Grosse und Bichtung constanten 
Geschwindigkeit, d. h. er hewegt sich gleichformig Idngs einer ge- 
wissen geraden lAnie. 

Jedesmal, wenn ein Punkt sich gleichformig in gerader lAnie 
forthewegt, wirkt auf ihn keine Kraft; daher ist die Kraft nicht 
nur die Ursache, infolge deren ein ruhender Punkt anfdngt' sich 
zu hewegen, sondem auch die Ursache der Beschleunigungen 
seiner Bewegung. 
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Ein PunJUj bei dessen Bewegiing Beschieunigungen auftreten^ 
unterliegt der stdndigen Einwirkung einer Kraft. 

II. Eine Kraft kann dem ruhenden ma^teridlen Punkte nicM 
augenblicklich eine Geschunndiglceit ertheilen, d. h, die Kraft muss 
wahrend eines gewissen Zeitraums mrJcen, um dem PunJcte eine 
gewisse GeschwindigJceit m ertheilen. 

Die Beobachtung zeigt^ dass, wenn eine Kraft bewirkt, 
dass ein urspriinglich ruhender Pankt den Weg 6 in der Zeit 

t durchlauft, die mittlere Geschwindigkeit — desto kleiner ist, 

je kleiner r, und unendlich klein wird, wenn r unendlich klein 

ist; daher ist die Qrenze, der sich das Verhaltniss — nahert^ 

wenn t sich der Null nahert, Null, d. h. die Geschwindigkeit 
im Anfange der Bewegiing ist gleich Null. 

Diese Hypothese bestatigt sich vor allem durch die Ge- 
setze des freien Falles. Der fallende Eorper durchlauft namlich 
infolge der Wirkung derjenigen Kraft, die man sein G^wicht 
nennt, einen dem Quadrate der Zeit proportionalen Wegf wenn 
man also das constante Verhaltniss des durchlaufenen Weges 
zum Quadrat der Zeit mit a bezeichnet, so hat man a = ax^\ 
folglich ist die mittkre Geschwindigkeit wahrend der Zeit r 

gleich — = ar: sie ist also unendlich klein fur unendlich 

kleines r und wird zu Null fiir r = 0. Die Hypothese lasst 
sich auf andere Krafte entweder auf Grund der Analogic oder 
auch dadurch ausdehnen, dass man die Wirkung einer Kraft 
durch die Wirkung eines gewissen Gewichtes ersetzen kann. 

Indessen giebt es in der Mechanik Krafte, die man augen- 
hlickliche oder Momentankrdfte nennt. Man hat unter dieser 
ungenauen Benennung solche Krafte zu verstehen, die einem 
Punkte eine endliche messbare Geschwindigkeit in einer un- 
messbar kleinen, aber endlichen Zeit ertheilen. Derartige 
Krafte treten z. B. bei dem Stoss der Korper auf. 

in. Die Ursache einer aus mehreren anderen Bewegtingen 
zusammengesetnten Bewegiing (yergl. Kinematik Cap. I) ist die 
gleichmtige Existent derjenigen von einander unahhd/ngigen Ur- 
sachen, ivelche die Bewegungscomponenten hervorlmngen. Um- 
gekehrt erzeugt die gleichmtige und unabhdngige Existent der 
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JJrsacJien mehrerer Bewegungm die aus jefien Bewegnngen resul- 

tirende Bewegung. 

Es genugt, diese Hypothese auf die folgende Annahme 

zu beschranken. 

Wenn ein ruhender materieller Eunkt M (Pig. 23) infolge 

der Tragheit oder der Wirkung einer Kraft wahrend der Zeit t 

die geradlinige Wegstrecke MA und in- 
folge der Wirkung einer anderen Kraft 
wahrend derselben Zeit t die geradlinige 
Wegstrecke MB durchlaufen soil, so exi- 
stiren bei der aus diesen beiden Bewegungen 
resultirenden, d. h. bei der Bewegung, ftir 




welche die Sehne MC des in der Zeit t durohlaufenen Weges 

die geometrische Sunime MA + MB ist, die Ursachen der 
beiden Bewegungscomponenten gleichzeitig. Umgekehrt, wenn 
die beiden Bewegungsursachen wahrend der Zeit t zugleich 

bestehen, so erzeugen sie eine Bewegung, fiir welche die Sehne MC 

des durchlaufenen Weges die geometrische Summe MA + MB 
deijenigen Wegstrecke ist, die der Punkt in der Zeit t unter 
Einwirkung jeder einzelnen Ursache fur sich durchlaufen 
wttrde. 

Die resultirende Bewegung ist geradlinig, wenni das Ver- 
haltniss der Ton dem Punkte in derselben. Zeit bei den ein- 
zelnen Bewegungscomponenten durchlaufenen Wege constant 
ist. Nimmt man namlich die Richtungen MA imd MB zu 
Coordinatenaxen, so sind MA und MB die geradlinigen Co- 
ordinaten des Punktes (7, der die Lage des beweglichen Punktes 
zur Zeit t bei der zusammengesetzten Bewegung angiebt; ist 
nun das Verhaltniss MA : MB constant, so ist auch die 
Richtung MC constant, mithin ist diese Gerade die Trajectorie 
des Punktes C Hat man in diesem Palle MA = afif), wo 
a constant ist, so ist MB = hf{t)j wo 6 eine andere Con- 
stante bedeutet. Polglich sind die den Bewegungscomponenten 
entsprechenden Wege Functionen der Zeit von derselben Art. 
Der Weg bei der resultirenden Bewegung ist eine Function 
derselben Art; denn er ist: 



MC = ya^ + 6' + 2ah cos {AMB) . f(t). 



mm^f^mmmamitmimmmmmtmmmmmt0mmm^im 
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3. In der Kinematik warde gezeigt, dass^ wenn der be- 
wegliche Piinkt in der Zeit t die Geschwindigkeit und die 

Beschleunigungen v, v^, Vg, ... erlangt, die Bewegung in der 
darauf folgenden Zeit r als zusammengesetzt angesehen werden 
kann aus geradlinigen Elementarbewegungen^ deren Biehtungen 

die von Vy v^, v^, ... sind, wahrend die in der Zeit r zuruck- 
gelegten Wege durch die Functionen 

ausgedriickt sind. 

Auf Grand des Satzes IIT muss man annehmen^ da^ die 
Ursache der vorliegenden Bewegung wahrend der Zeit r das 
gleichzeitige Bestehen der Ursachen ist, die im Stande sind, 
die Blementarbewegungen (1) hervorzubringen, d. h. das gleich- 
zeitige Bestehen der Ursache der geradlinigen gleichformigen 

Bewegung mit der constanten Geschwindigkeit v und der Ur- 
sache der Bewegung, die sich aus alien den durch die Be- 
schleunigungen verschiedener Ordnungen bestimmten Elementar- 
bewegungen zusammensetzt. 

Wenn ein urspriinglich in Ruhe befindlicher materieller 
Punkt unter der Wirkung einer Kraft in Bewegung gerath, so 
ist nach Satz II die Anfangsgeschwindigkeit Null; daher ist 
eine solche Bewegung nur durch die dem Beginne der Be- 
wegung entsprechenden Beschleunigungen v^, Vg, ... bestimmt. 
Denken wir uns nun noch eine Eraft, die denselben urspriing- 
lich ruhenden Punkt in eine Bewegung mit den Anfangs- 

beschleunigungen %, Wg; ^s? • • • versetzen wilrde. Nach Satz III 
schliessen wir dann, dass durch die gleichzeitige Wirkung 
beider Krafte wahrend der Zeit r eine Bewegung vor sich 

gehen wird, die aus den langs v^, 1^27 •• • gerichteten gerad- 
linigen Blementarbewegungen 

1 2 1 3 

und den langs u^, u^, ... gerichteten geradlinigen Elementar- 

bewegungen 

1 2 1 3 

2 '^i'^ 7 2.3 ^^^ y ' ' ' 
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zusammengesetzt ist. Andererseits kann man aber dieselbe 
Bewegung betrachten als zasammengesetzt aus geradlinigen 
Elemeutarbewegangen^ bei deneu die Wege die Bichtungen 
der geometrischen Summeu 

«^i + Wl> ^2 + Wss, ... 
haben und durch die Functionen 

dargestellt sind. Das gkichmtige BesteKen zwder Krdfte er- 
jseugt also eine Bewegung, hei der die Anfangsbeschleunigungen 
die geometrischen Summen der entsprechenden Anfangsheschleu- 
nigungen hei denjenigen Bewegungen sind, welche die Krdfte 
einzeln tmrkend hervorhringeii umrden. Ein solches gleichzeitiges 
Bestehen von zwei Kraften wird als das Bestehen nur einer 
einzigen Kraffc betrachtet, die man die Besultante nennt. Die 
beiden Krafte, welche die Resultante vertritt, heissen die Com- 
ponenten. 

Man sieht leicht, dass, wenn a und b die Sehnen der 
vom Punkte in der Zeit r unter der Wirkung der einzelnen 
Componenten zuriickgelegten Wege sind, die geometrische 

Summe a + & die Sehne des in derselben Zeit r unter der 
Wirkung der Resultante durchlaufenen Weges ist. 

4. Es kann vorkommen, dass bei der gleichzeitigen 
Wirkung zweier Krafte auf einen ursprimglich in Ruhe be- 
findlichen Punkt dieser in Ruhe verbleibt; man sagt dann, 
die Erafte halten sich im Gleichgewicht. Man hat in diesem 

Falle a + ^ = fur jedes r, was erfordert, dass v^ + m^ = 0, 

Vg + ^ =' 0, ... und liberhaupt Vn + w« = sei, oder 

Un = — Vn . Werm also Krdfte im Gleichgewicht sind, so 
sind die Anfangsbeschleuniguvigen, die sie einzeln tmrJcend dem 
ur^minglich nihenden Punkte ertheilen umrden, entsprechend ent- 
gegengesetgt gleich. 

Infolge dessen betrachtet man die Wirkungen zweier 
im Gleichgewicht befindlichen Erafte als entgegengesetzt 
gleich. 

6. Wenn ein beweglicher materieller Punkt in der Zeit t 

die Geschwindigkeit v und die Beschleunigungen v^, Vg; • • • 
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erlangt hat, so erfolgt die Bewegung wahrend der auf t fol- 
genden Zeit r infolge zweier Ursachen (nach Satz III), namlich 
infolge der Tragheit und durch die Wirkung einer Kraft;, die 

den Punkt mit den Beschleunigungen v^y v^^ ... bewegen 
wiirde, wenn er am Ende der Zeit t in Ruhe ware. 

Denken wir uns nun, die Kraft hore am Ende der Zeit t 
auf zu wirken infolge dessen, dass sie wahrend der auf t 
folgenden Zeit r sich mit einer anderen Kraft im Gleich- 
gewicht befindet. In diesem Falle dauert die Bewegung wahrend 
der Zeit r nur infolge der Tragheit fort (s. Satz I) und muss 
daher geradlinig und gleichformig sein. Man sieht nun leicht, 
dass die constante Geschwindigkeit dieser Bewegung die am 

Ende der Zeit t erlangte Geschwindigkeit v ist. Wenn nam- 
lich zu den Ursachen der Bewegung mit der Geschwindigkeit 

V und den Beschleunigungen t;^, v^, ... eine Kraft hinzutritt, 
die im Stande ist, den ursprtinglich ruhenden Punkt mit den 

Beschleunigungen — v^, — v^y ... zu bewegen, so geht 
wahrend der Zeit r eine Bewegung yor sich, die zusammen- 
gesetzt ist aus den Elementarbewegungen 



^^, Y^'i^S 2^^2^^ 



• • . 



und 



1_ 2 L 3 

2 ^^^ ' 2.3 ^^^ > • • • 5 



dies ergiebt aber eine Bewegung von der Geschwindigkeit v 

und den Beschleunigungen v^ — v^y v^ — Vg; •••» ^^^ gleich 
Null sind, d. h. einfach eine Bewegung mit der constanten 

Geschwindigkeit v. 

Wenn also die Kraft aupiort auf den Punkt m wirken^ so 
dauert die Bewegung in Folge der Tragheit fort, und mrd ge- 
radlinig und gleichformig. Die Geschunndigkeit dieser Bewegung 
ist die im Augenblick des Aufhorens der Wirkung der Kraft 
erlangte Geschunndiglceity und die Bahn ist die Tangente der 
Bahn der ursprunglichen Bewegung an der Stelle, wo die Kraft 
zu unrken aufhorL 

6. Die Krafte konnen constant und variabel sein. Da die 
Wirkung einer Kraft darin besteht, gewisse Beschleunigungen 
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mitzutheilen, so wird eine Eraft als constant betrachtet; wenn 
sie eine Bewegung hervorbringt, deren Beschleunigungen sowobl 
nach Grosse als nacb Richtung constant sind^ d. h. eine Be- 
wegung^ bei der die Beschleunigungen nicht von der Zeit ab- 

hangen^ so dass die Beschleunigung n^' Ordnung Vn zur Zeit t 
denselben geometrischen Werth hat, wie zur Zeit ^ + ^7 ^^^ 
auch die Werthe von t und t sein mogen. Damit nun die 

Beschleunigung erster Ordnung ^ nach Grosse und Richtung 
constant sei, ist erforderlich, dass alle ihre geometrischen 

Derivirten v^, ^3, ... gleich Null seien; daher gid>f es bei einer 
Bewegung, die von der Wirkung einer constcmten Kraft her- 
ruhrt, heine Beschleunigungen zweiter und hoherer Ordnung, 
Daraus folgt, dass eine constante Kraft , die auf einen ursprilng- 
lich in Btihe iefindlichen PunJct unrMj eine geradlinige gleicJifdrmig 
beschleunigte Bewegung hervorbringt. 

Hat dagegen der Punkt zur Zeit t schon eine gewisse Gre- 

schwindigkeit v erlangt und unterliegt er in der darauf fol- 
genden Zeit r der Wirkung einer constanten Kraft, so erhalt 
er dadurch eine Bewegung, die aus einer geradlinigen gleich- 

. formigen mit der Geschwindigkeit v und aus einer gleichformig 

beschleunigten Ton der constanten Beschleunigung t;^ zusammen- 
gesetzt ist. Diese zusammengesetzte Bewegung ist geradlinig, 

wenn v und v^ dieselbe Richtung und denselben oder entgegen- 
gesetzten Sinn haben; sie ist krummlinig, und zwar parabo- 

lisch (s. Einematik § 6, Beisp. 1), wenn v und v^ verschiedene 
Richtungen haben. 

7, Zwei constante Krafts, die im Stande sind, einen und 
denselben materiellen Punkt mit den Beschleunigungen a und b 
resp. zu bewegen, Jconnen als Grossen angesehen werden, die den 
entsprechenden Beschleunigungen proportional sind, Gesetzt, die 
Beschleunigungen a und b seien commensurabel und c sei ihr 
gemeinsames Maass, so dass man hat: 

a = mc, b = nc, 

Infolge des Satzes III lasst sich die Eraft, welche den ge- 
gebenen Punkt mit der Beschleunigung a bewegt, als die Re- 
sultante von m Eraffcen ansehen, deren jede im Stande ist, den- 

Somoff, Mechanik. .II. 11 
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selben Pifiikt mit der Beschleunigung c zu bewegen; daher kann 
man sagen, dass die mit der Beschleunigung a bewegende Ejraft 
m mal so gross ist^ als eine mit der Beschleunigung c bewe- 
gende Eraft. Ebenso ist die mit der Beschleunigung b bewegende 
Kraft n mal so gross, als die mit der Beschleunigung c bewegende 
Eraft. Folglich kann man die mit den Beschleunigungen a 
und 6 bewegenden Erafte als Grossen ansehen, deren Ver- 

haltniss — = -r- ist. 
n 

Im FallC; dass die Beschleunigungen a und h incommen- 
surabel sind, lasst sich leicht durch die Methode des Grenz- 
libergangs oder durch reductio ad absurdum beweisen^ dass 
die Erafte als incommensurable Grossen zu betrachten sind, 

deren Verhaltniss -^ ist. 

o 

Hat man also eine beliebige bestimmte Eraft als Einheit ^ 
angenommen, so kann man die Erafte, welche die Beschleu- 
nigungen a und h hervorbringen, durch zwei Zahlen A und 
B ausdruckeu; die nur der Proportion 

a b 
genflgen mtissen. Man sieht hieraus, dass fiir alle auf den- 
selben materiellen Punkt wirkenden constanten Ejrafte das 
Verhaltniss der Kraft zti der von ihr hervorgebrachten Beschleu- 
nigung constant ist, Bezeichnet also ft dieses constante Ver- 
haltniss und ist F die Eraft, welche die Beschleunigung v^ 
hervorbringt, so hat man F = fiv^. 

Den Coefficienten ft, den wir den dynamischen Coefficienten 
nennen woUen, kann man als diejenige Eraft ansehen, die 
dem betreffenden Punkte eine Beschleunigung gleich der Langen- 
einheit ertheilt. 

Wenn der dynamische Coefficient ft fiir zwei materielle 
Punkte denselben Werth hat, so betrachtet man die Materien 
dieser Punkte als gleichwerthig, wenn sie sich auch nach Volu- 
men und physikalischen oder chemischen Eigenschaften von 
einander unterscheiden sollten. Die Beobachtung zeigt, dass 
nicht alle materiellen Punkte gleichwerthig sind, d. h. dass der 
dynamische Coefficient (i fur verschiedene materielle Punkte 
im Allgemeinen verschiedene Werthe hat. 
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8. Yersacbe fiber den freien Fall zeigten Galilei^ dass 
der freie Fall yon einer nicht zu grossen Hohe herab im luft- 
leeren Baume eine gleiehformig-beschleunigte Bewegung ist; 
und dass alle Korper an demselben Orte mit gleicher Be- 
schleunigung fallen. Hieraus folgt, dass die die Elemente des 
fallenden Eorpers bildenden materiellen Punkte^ wenn sie von 
einander getrennt waren^ sich in yerticalen Linien gleichformig- 
beschleunigt alle mit derselben Beschleunigung bewegen wiirden; 
sie unterliegen also der Einwirkung constanter Erafte. Die 
diese Bewegungen erzeugenden Erafte nennt man die Gewichte 
der materiellen Bunkte, Wenn ein Eorper fiUt, so existiren 
die Gewichte aller der ihn zasammensetzenden materiellen 
Punkte zugleich und wirken unabhangig von einander; daher 
betrachtet man die Gesammtheit aller dieser Gewichte als das 
Gewicht des ganzen Eorpers und sieht dasselbe als diejenige 
Eraft an; welche den ganzen Eorper fallen macht. Bezeichnet 
man die dynamischen Coefficienten der Gewichte der den 
fallenden Eorper bildenden materiellen Punkte mit ft, ft', ft", . . . 
und die Beschleunigung beim Falle des Eorpers mit ^, so sind 
die Grossen 

M^ ^'9} f*'V; • • • 
die Gewichte der materiellen Punkte, und ihre Summe g2J(i 
ist das Gewicht des ganzen Eorpers. Die Summe m = Ufi 
der dynamischen Coefficienten der Gewichte der materiellen Punkte, 
die einen Korper bilden, nennt man die Gewichtsmasse oder die 
tmgbare Masse des Eorpers. Dieselbe ist gleich dem Gewichte 
des ganzen Eorpers, dividirtdurch die Beschleunigung des Falles. 
Die dynamischen Coefficienten ft, ft', ft", . . . sind die Gewichts- 
massen der entsprechenden materiellen Punkte. Sind alle ma- 
teriellen Punkte gleichwerthig, d. h. haben sie gleiche Gewichte, 
so ist ft = ft' =» ft" = • • • und 27ft = Wft, wenn n die Anzahl 
der den Eorper bildenden gleichwerthigen materiellen Punkte 
ist; daher ist die Gewichtsmusse eines Korper s proportional der 
Anzahl der in ihm enthaltenen gleichwerthigen materiellen Punkte. 
Auf Grund dessen betrachtet man die Gewichtsmasse eines 
Eorpers als die Quantitdt der Materie des Korpers. 

9, Ist u das Volumen eines materiellen Punktes, dessen 

Gewicht ftg ist, so nahert sich die Masse ft der Null, wenn 

11* 
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alle drei Dimensionen des Yolumeus u sich der Null nahern; 

dabei nahert sich das Verhaltniss — einer gewissen Grenze q, 

die man die Dichtigkeit der Gemchtsmasse des Korpers in dem- 
jenigen Punkte nennt, mit dem alle Punkte des Volumens u zu- 
sammenfallen. Im AUgemeinen ist q eine Function des be- 
treffenden Punktes. Hat q denselben Werth fur alle Punkte 
des Korpers, so ist die Gewichtsmasse homogen; sie ist dann 
gleich dem Product der Dichtigkeit in das ganze Korpervolu- 
men. Ist dagegen die Masse m nicht homogen und bezeichnet 
man mit V das Volumen des Korpers, mit dV ein Differential- 
element desselben von drei unendlich kleinen Dimensionen 
und mit q die Dichtigkeit in dem den Ort dieses Elementes 
bestimmenden Punkte, die eine Function der Coordinaten 
dieses Punktes ist, so hat man fur das Element der Ge- 
wichtsmasse den Ausdruck dm = QdV. Daher ist das fiber das 
ganze Volumen V ausgedehnte Integral fgdV die ganze Ge- 
wichtsmasse m. Das Product mg stellt dann das Gewicht des 
ganzen Korpers dar. Um aber nun die Gewichtsmasse durch 
eine Zahl auszudriicken, wahlt man als Einheit die Masse 
eines beliebigen bestimmten Korpers, z. B. die Masse eines 
Grammes, Pfundes, Lothes oder dgl. Dann ist die Zahl, welche 
die Gewichtsmasse eines Korpers ausdriickt, gleich dem Ver- 
haltniss des Gewichts dieses Korpers zu dem Gewichte des- 
jenigen Korpers, dessen Masse als Einheit gewahlt wurde. 

Ist nun in der Formel P == mg, die das Gewicht des 
Korpers darstellt, die Masse m in derartigen Einheiten aus- 
gedriickt, so hat man f iir w = 1 die Relation F = g, welche 
aussagt, dass die Beschleunigung das Gewicht der Massen- 
einheit reprasentirt. Dieser Ausdruck fiir das Gewicht der 
Masseneinheit wird oft die Schwerhraft oder die Intensitat der 
Schwerhraft genannt. 

10. Wenn in dem oben gefundenen allgemeinen Ausdruck 
F = (iVi fiir eine beliebige, auf einen materiellen Punkt wir- 
kende Kraft der dynamische Coefficient ft unabhangig ist von 

der Grosse und Richtung der Beschleunigung v^ und wenn F 
fiir Vi= g dem Gewichte des materiellen Punktes gleich wird, 
so ist der dynamische Coefficient ft die Gewichtsmasse des 
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materiellen Ponktes, and man erh&lt das Maass der Kraft Fy 
tvenn man die BesMeimigung v^ mit der Gewichtsmasse des 
materieUen Funktes muUiplicirt, 

Es giebt Krafte, fiXr die man bei derselben Gewichts- 
masse ein anderes Maass wahlen muss. Der dynamische Coef- 
ficient ft in dem Ausdrucke F = fiv^ bedeutet namlich nicht 
immer die Gewichtsmasse des materiellen Punktes. Hierhin 
gehoren z. B. die Krafte, welche bewirken, dass der eine End- 
punkt der Magnetnadel sich nach Norden wendet, der andere 
nach Suden. 

Diese Erafte, die man die Erafte des Erdmagnetismus 
nennt; wirken nicht auf die Nadel, wenn sie nicht magnetisirt 
ist; ihre Wirkung kommt vielmehr erst zum Vorschein, wenn 
die Nadel dutch einen ganz bestimmten Process magnetisch 
gemacht worden ist; dabei andert sich aber die Gewichtsmasse 
der Nadel nicht. Diese Erafte theilen sich in zwei Gruppen; 
die eine derselben wurde, wenn sie allein wirkte, ahnlich wie 
das Gewicht des Korpers, verursachen, dass die materiellen 
Elemente des Nordendes der Nadel sich mit constanten und 
gleichen Beschleunigungen in einer und derselben Richtung 
nach dem Nordpole hinbewegten. Die Beobachtung lehrt, 
dass das Verhaltniss der auf ein solches Element wirkenden 
Kraft zu der Beschleunigung der Bewegung, d. h. der dyna- 
mische Coefficient, der Gewichtsmasse des Elements nicht pro- 
portional gesetzt werden kann; deshalb nimmt man an, dass 
im Nordende der Magnetnadel ausser der wagbaren Materie 
noch eine unwagbare Materie yorhanden sei, deren Masse die 
Summe der dynamischen CoefBcienten derjenigen Krafte ist, 
welche die Theilchen dieser Materie nach dem Nordpole ziehen. 
Die Theilchen dieser selben magnetischen Materie werden von 
dem Siidpole durch die zweite Gruppe von Kraften abgestossen, 
und zwar ebenfalls alle in derselben Richtung und mit der- 
selben Beschleunigung. Man muss also auch annehmen, dass 
in dem nach Siiden gewandten Pole der Magnetnadel eine un- 
wagbare Materie vorhanden ist, die die entgegengesetzten 
Eigenschafken hat, wie die am Nordende der Nadel befindliche 
Materie; denn ihre Elemente werden vom Nordpol abgestossen 
und vom SUdpol angezogen. 
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Die TJiitersachangen iiber die Erscheinungen der Elektri- 
citat haben zu der Hypothese der Existenz einer unwagbaren 
elektrischen Materie gefiihrt. Das Licht betrachtet man als 
die Bewegimg einer unwagbaren Materie , die man Aether 
nennt und die eine ihr eigenthtimliche Art von Masse hat. 

11. Wenn man den dynamischen Coefficienten die Masse 
desjenigen materiellen Punktes nennt, auf den eine constante 
Kraft einwirkt; so kann man sagen, dass das Mass einer 
Eraft das Product der Masse in die Beschleunigung ist, mit 
der ein Punkt sich unter der Wirkung der Kraft bewegt. 
Behufs der geometrischen Darstellung der Kraft ist man fiber- 
eingekommen sie durch eine Strecke darzustellen, die so viel 
beliebige lineare Einheiten enthalt, als Krafteinheiten in ihrem 
Masse enthalten sind; dabei tragt man diese Btrecke auf der 
Richtung der Beschleunigung derart auf, dass der Anfangs- 
punkt der Strecke in den Punkt fallt, auf welchen die Kraft 
wirkt. Diesen Punkt nennt man den Angriffspunkt der Kraft 

12. Wenn bei der Bewegung eines materiellen Punktes 
Beschleunigungen hoherer Ordnungen auftreten, so andert sich 
die Beschleunigung erster Ordnung, folglich bleibt auch die 
bewegende Kraft wahrend der Zeit der Bewegung nicht con- 
stant. Eine Vorstellung von der Aenderung der Wirkung 
einer nicht constanten Kraft kann man durch die Beschleu- 
nigungen hoherer Ordnung erlangen. 

Es seien v^, V2, v^, \ , . die Beschleunigungen zur Zeit t 
bei der Bewegung eines Punktes, dessen Masse m ist. Die 
Ursachen der Bewegung wahrend der auf t folgenden Zeit r 
sind die Tragheit und eine Ej-affc, welche die Elementarbewe- 

gungen y^i^*; 2^^2^^--- (vergl. Satz III und § 3) in 

den Richtungen der Beschleunigungen v^, V2, ... hervor- 
ruft. Die erste dieser Bewegungen entsteht durch eine con- 

j,.g 24. stante Kraft mv^. Man ist uberein- 

gekommen, diese constante Kraft als 

den Werth der veranderlichen bewe- 

^j£^ genden Kraft zur Zeit t anzusehen. 

Stellt nun MA (Fig. 24) den Weg ^v^, AM' die geo- 
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metrische Snmme aller tlbrigen Elementarwege ^—5 P.r', 

A * O 



dar, so ist MM' die Sehne desjenigen Weges, welchen der Punkt m 
in der Zeit r unter der Einwirkung der fraglichen Kraft durch- 
laufen wiirde, wenn er im Anfange dieser Zeit in Rulie gewesen 
ware. Denken wir uns nun eine constante Eraft; die im Stande 
ist den Punkt m zu zwingen, in der Zeit r den geradlinigen Weg 
MM' zu durchlaufen; u sei die Beschleunigung dieser Bewegung. 

Da MM' =— ux^ ist, so hat man«« = — j— , und eine auf MM' 



aufgetragene Strecke mu reprasentirt diese Kraft. Man kann 
die Kraft mu den Mittelwerth der betreffenden variablen Kraft 



nennen. Der Werth der Kraft mv^ zur Zeit t ist die Grenze, 
der sich der Mittelwerth mu nahert, wenn r sich der Null 



^MA . 



nahert. Da namlich MM' = MA -{- AM' und v^ = — j— ist, 
so hat man 



2mAM' 



mu = mv^ -| 8 

Fiir r = verschwindet das letzte Glied, da AM' eine un- 
endlich kleine Grosse von hoherer Ordnung als r^ ist; mithin 

fi.llt die Kraft mu fur r = mit mv^ zusammen. " 

Mit Hilfe der Beschleunigungen hoherer Ordnungen v^, ^s, . . . 
bestimmt sich das dem Zeitincrement t entsprechende geo- 

metrische Increment der Kraft mv^. Das geometrische Incre- 
ment der Beschleunigung v^ ist (s. Kinemat. Cap. V): 



^2^ + ^n'^ -^ 



1 



folglich ist das geometrische Increment der Kraft mv^ gleich 



mv^r + i mv^t^ + * • ' ? 

wobei die Glieder der Summe resp. die Richtungen von v^, v^, . . . 

haben. Die Grossen mvg, mv^, . . . sind hierin die successiven 

geometrischen Derivirten der Kraft mv^. Schell („Theorie der 
Bewegung und der Krafte" 2. Aufl., II. Bd., S. 4) schlagt vor 

die Grossen mv^j mvg, mv^, . . . Kraffce 1., 2., 3., . . . Ordnung 
zu nennen. Mit Beibehaltung des einfachen Namens Kraft fiir 
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mv^ kann man die Grossen mv^^ mv^, . . . Anstrengungm l.yS., . . . 
Ordnung nennen.*) 

13. Man kann die Kraft mv^ als die geometrische De- 
rivirte einer auf der Richtung der Geschwindigkeit aufzutra- 
genden Strecke, gleich dem Producte der Masse m in die Ge- 

schwinSigkeit v, betrachten. Die Grosse mv nennt man die 
Quantitdt oder Grosse der Bewegung. Bezeichnet man mit r 
einen von einem festen Punkte naph dem beweglichen 
Punkte m gezogenen Badiusvector und tragt man auf ihm 

vom Punkte aus eine dem Producte mr gleiche Strecke auf, 

so ist die Bewegungsgrosse mv die geometrische Derivirte 

erster Ordnung von wr; die Kraft mv^ ist ihre geometrische 
Derivirte zweiter Ordnung. Daher kann man die geometrische 

Function der Zeit, mr, ansehen als ursprungliche Function fur 

die Quantitat der Bewegung mv, fiir die Kraft mv^ und fur 

alle Anstrengungen mt?^, mvg, . . . Die Strecke mr ist das, 
was wir das polare Moment der Masse m bezilglich des Pols 
nannten (s. Einleitung in die Statik und Dynamik § 10). 

14. Es sei OA (Fig. 25) eine der Bewegungsgrosse mv 

geometrisch gleiche Strecke. Der Endpunkt A 
j^ dieser Strecke beschreibt bei der Bewegung des 
Punktes m den Hodographen der Bewegungs- 
grosse, und zwar mit einer Gepchwindigkeit 

1/^ gleich der Kraft mv^, Wenn OA nach Ver- 
lauf der Zeit r in OB ubergeht, so ist die 
Sehne AB des von dem Punkte A durchlaufenen Weges das 

geometrische Increment der Bewegungsgrosse mv. Dasselbe 

ist ausserst klein fiir sehr kleines r, wenn die^ Kraft mv^^ nicht 
sehr grosse Werthe zu dieser Zeit hat. Bei sehr grossem 

Werthe von mv^ aber, oder wenn mv^ in sehr kurzer Zeit r 
von Null an sehr schnell wachst, hat AB eine bedeutende 
Grosse, was eine bedeutende Aenderung der Bewegungsgrosse 




*) Der vom Verfasser gew3.hlte Ausdruck entspricht etwa dem fran- 
zdsischen ^effort*', woffir im Deutschen kaom ein Yollkommenes Aeqni- 
yalent zn finden sein diirfte. Anin. d. Uebersetzers. 
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mv und der Geschwindigkeit v wahrend der kurzen Zeit r zur 
Folge hat. Eine Eraft; die in einer kurzen^ unnlessbar kleinen 
Zeit eine bedeutende Zunahme der Bewegungsgrosse hervor- 

A 7? 

bringt, nennt man eine Momentankraft. Das Yerhaltniss — , 

d. L die mittlere Geschwindigkeit der Bewegung des Punk- 
tes A, stellt den Mittelwerth aller der Werthe dar, die die 

Kraft mv^ wahrend der Zeit t annimmt. 1st das Aenderungs- 
gesetz der Momentankrafte nicht bekannt; so vergleicht man 
bei Betrachtung derartiger Kraffce ihre Mittelwerthe. Bei der- 
selben Zeit sind diese Mittelwerthe den entsprechenden In- 
crementen der Bewegungsgrossen proportional; man kann da- 
her das Increment der Bewegungsgrosse als mittleres Maass 
der Momentankraft betrachten. Zu den Momentankraften ge- 
horen die Krafte, deren Wirkung beim Stosse der Korper 
auftritt. 

16. Wir geben nun Beispiele fiir die oben behandelten 
Grossen. 

1) In der Kinematik (S. 18 und 34) ist die Bewegung 
untersucht worden, bei der die geradlinigen rechtwinkligen 
Coordinaten des beweglichen Punktes durch die Punctionen 

X = a cos Qcf) + «' sin Qcf) , 
y = j3 cos (kt) -)- /J' sin (Jet) , 
z = y cos {kt) + y' sin (kt) 

ausgedrdckt sind. Wir fanden dort, dass 1) die Bahn eine 
Ellipse ist, deren Centrum im Coordinatenursprung liegt; 
2) dass der Hodograph der Geschwindigkeit eine fiber den- 
selben conjugirten Durchmessem construirte und der Bahn- 
curve ahnliche Ellipse ist; 3) dass, wenn r der vom Centrum 
der EUipsen nach dem beweglichen Punkte gezogene Radius- 
vector ist, die Geschwindigkeit v die zu r conjugirte Bichtung 
hat und gleich 

kya^ -f 62 _ ^ 

ist, wo a und b zwei conjugirte Semidiameter der Trajectorie 
sind; 4) dass die Beschleunigungen sich durch die Formeln 



V2n-i = (— lyk^r^ vtn = (— lYk^v 
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bestimmen. 1st daher m die Masse des beweglichen Punktes^ 
so ist 



die Bewegungsgrosse; mJc^r ist die Grosse der Kraft und hat 
die dem r entgegengesetzte Richtung; folglich zieht diese 
Kraft den Punkt m in der Bichtung nach dem Centrum der 
Trajectorie an. Die Grosse der Anstrengimg erster Ordnung ist; 

dieselbe hat die der Geschwindigkeit v entgegengesetzte Richtung. 
2) In der Kinematik S. 48 und 49 war bewiesen worden, 
dass wenn sich ein Punkt m so bewegt, dass der vom Ra- 
diusvector Om = r beschriebene Flachenraum der Zeit pro- 
portional ist, die Beschleunigung erster Ordnung v^ die 
Richtung des Radius vectors r hat; daher hat auch die Kraft 
mvi diese Richtung. Sie stosst den Punkt m von ab, 
wenn sie dem Sinne nach mit r iibereinstimmt; sie zieht ihn 
an, wenn sie den dem r entgegengesetzten Sinn hat. Mit 
Hilfe der Gleichung der Bahn lasst sie sich als Function des 
Radiusvectors r darstellen (s. Kinematik S. 49 Pormel (d)), 
d. h. man kann sie in der Form mf{r) ausdriicken. In dem 

speciellen Falle, wenn die Trajectorie ein Kegelschnitt und 

4 c* 1 
der Pol einer der Brennpunkte ist, hat man f{f) = — • -j, 

wo c der in der Zeiteinheit vom Radiusvector r beschriebene 
Flachenraum und p der halbe Parameter des Kegelschnittes 
ist. Wenn also ein materieller Punkt derart einen Kegelschnitt 
heschreibt, dass die von dem am einem Brennpunkte ge^ogenen 
Badiusvector beschriebenen Flachenrdume den entsprechenden Zeiten 
proportional sind, so wirht auf den beweglichen Pmtkt eine ihn 
naxih dem Brennpunkt hin anziehende Kraft] die Grosse derselben 
ist proportional der Masse des Punktes tmd umgekekrt proportional 
dem Quadrate ihres Abstandes von dem Brennpunkte. 

16. Mehrere zu derselben Zeit auf denselben materiellen 
Punkt von der Masse m wirkende Krafte 



mt?i, mvi, mvi , ... 

bringen eine Bewegung hervor, deren Beschleunigung die geo- 
metrische Summe 
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^1 + ^1 + ^1 + • • • 
derjenigen Beschleunigungen ist, welche die Krafte, wenn sie 
einzeln auf denPunkt wirkten, hervorbringen wtirden (s.Satz III 
und § 3). Daher kann die Bewegung, welche diese Erafte 
zusammen hervorbringen; auch von einer einzigen Kraft 

w(vi + vi + v'i -]-..•) = mv^ + mt4 + *^^'i 4" * ' ' 
erzeugt werden. Man schliesst hieraus, dass die Besultante 
mehrerer Krdfte die geometrische Summe der Componenten ist 

Fiir den speciellen Fall zweier Componenten ergiebt sich 
als Resultante die Diagonale des iiher den Componenten dls zwei 
anstossenden Seiten construirfen Parallelogramms. Hierin be- 
steht der bekannte Satz, den man das Parallelogramm der Krdfte 
nennt. Derselbe ist vonStevin*) gefunden und von Newton**) 
aus dem Satze III als Folgerung abgeleitet worden. 

!?• Eine auf einen beliebigen materiellen Punkt wir- 
kende Eraffc stellt sich als die Besultante von Kraften dar^ 
die von der Wirkung anderer materieller Punkte auf jenen 
Punkt herruhren ; daher setzen sich alle Naturkrafte zusammen 
aus den Kraften der gegenseitigen Einwirkung zweier mate- 
rieller Punkte auf einander; solche Krafte nennt man im AU- 
gemeinen Molecidarkrdfte. 

Diese Krafte konnen innere und dtissere sein. Innere 
Krafte heissen solche, die von der gegenseitigen Wirkung der 
materiellen Elemente oder Punkte eines und desselben Korpers 
herruhren; aussere in Bezug auf den betreflfenden Korper heissen 
solche, die von der Wirkung von materiellen Punkten, die 
einem anderen Korper angehoren, auf seine materiellen Punkte 
herruhren. 

Die Beobachtungen der Bewegung wagbarer Korper auf 
der Erde und im Weltraume, die sich durch die gegenseitige 
Anziehung der wagbaren Punkte proportional den Massen und 
iimgekehrt proportional den Quadraten der Abstande erklaren 
lassen, sowie auch sammtliche elektrische und magnetische 
Erscheinungen, die durch eigenartige Krafte erklart werden 



^) Statique. Leyde 1633. 



*; stauqne. iieyae 1633. 

**) PhiloBophiae naturalis principia mathematica, lex III, coroll. I 
• (ed. Le Seur 1760, p. 24). 
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welche zwischen nichtwagbaren materiellen Punkten wirken, 
bestatigen die folgende Hypothese: 

Wenn fswei matetieUe Punkte von oiler iibrigen Mdterie db- 
gesondert, d, h. der Einmrkung oiler iibrigen materiellen Punkte 
auf sie entzogen werden, so gerathen sie in Bewegung durch zwei 
entgegengesetzt gleiche, in die Richtung ihrer Verbindungslinie 
fallenden Krdfte. 

Entfemen sich die Punkte dabei von einander^ so nennt 
man die Krafte dbstossende oder repulsive, nahern sie sich ein- 
ander^ so nennt man sie anziehende oder attractive, Wenn wir 
auf irgend eine Weise der Bewegung der Punkte ein Hinder- 
niss entgegensetzen konnten und dann uns denken^ dass die 
eine Kraft zu wirken strebt, so wiirde die andere Kraft ihr 
entgegen zu wirken streben; deshalb spricht Newton die an- 
gefiihrte Hypothese in Form des Gesetzes aus, dass die Action 
der Reaction gleich ist*) 

Es geniigt, diese Hypothese fiir zwei materielle Punkte, 
die gleiche Massen haben, vorauszusetzen; dass sie sich auch 
auf Punkte mit ungleichen Massen bezieht, ergiebt sich in fol- 
gender Weise aus Satz IH. 

Gesetzt, zwei materielle Punkte haben zwei commensurable 
Massen m und m'y deren gemeinsames Maass ^ etwa nmol in 
m und wmal in m' enthalten sei, so dass also m = n^i und 
m' = w'fi ist. Bezeichnet nun f die Kraft, mit welcher ein 
Theil Masse = ^ von m' auf ein en Theil Masse = ft von m 
einwirkt, so hat man nach Satz HI anzunehmen, dass die 
Kraft, mit welcher die ganze Masse m' auf einen Massentheil 
fi von m einwirkt, gleich nf ist und dieselbe Richtung wie f 
hat, namlich die Richtung der Geraden mm\ Solcher Krafte 
sind n vorhanden, namlich so viel, wie oft ^ in m enthalten 
ist; diese n Krafte lassen sich durch eine einzige Kraft nnf 
von derselben Richtung und demselben Sinne, wie f, ersetzen. 
Ebenso findet man, dass die Kraft, mit der m auf m' wirkt, 
ebenfalls gleich nnf, aber von entgegengesetztem Sinnc wie 
jene erste Kraft ist. Da dieser Schluss fUr alle beliebigen 
Zahlen n und n gilt, so muss er auch ftir incommensurable 

*) Phil. nat. princ. math., lex III (ed. Le Seur 1760, p. 23). 
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Massen m and m' gelten^ fUr welche n und n unendlich 
grosse Werthe haben. 

Bezeichnet man mit v^ und Vi die Beschleunigungen erster 
Ordnung bei denjenigen Bewegongen, welche die materiellen 
Punkte m und m' infolge ihrer gegenseitigen Wirkung auf ein- 

ander haben^ so ist mv^ die Kraft der Wirkung von w' auf 

m, und m'vi die Kraft der Wirkung von m auf m\ Daher 
lasst sich das Gesetz der Gleichheit von Action und Reaction 
in folgender Form ausdrficken: 



mvi + mvi = 0. 

18. Gesetz der Bewegtmg des Trdgheitsmittelpunktes. Man 
denke sich ein System von materiellen Punkten, deren Oerter 
und Massen mit m, m', m'\ . . . bezeichnet werden mogen; 
C sei der Mittelpunkt des ganzen Systems (s. Einleit. § 10). 
Man ziehe nun aus einem beliebigen Pole die Badienvecto- 
ren r, r', r" ... nach den Punkten m, m', m'\ . . . und bilde 

die polaren Momente mr, wV, m"r'[, . . ., die resp. auf r, 
r\ r", .., von aus aufzutragen sind. Mit Hilfe dieser Mo- 
mente lasst sich der Badiusvector B = OC des Mittelpunktes C 
bestimmen; derselbe ist namlich 



wo Hmr die geometrische Summe mr + m'r' + ' • ' bezeich- 
net. Der Mittelpunkt C des Massensystems m, m', rn\ . . . 
heisst der Trdgheitsmittel^nkt dieses Systems wegen einer 
Eigenschaft; die wir nun beweisen woUen. 

Bei der Bewegung der Punkte m, w', m", . . . kann sich 

auch der Mittelpunkt C bewegen; dann wird 2?, ebenso wie 

r, r\ r", . . ., eine geometrische Function der Zeit; die geo- 

metrischen Derivirten von B lassen sich (nach Kinem. § 21) 
aus der allgemeinen Formal 



bestimmen, die man durch geometrische Differentiation des 
Ausdrucks (a) erhalt. 
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Diese Formel zeigt^ dass die geometrische Derivirte be- 
liebiger Ordnung von dem Radiusvector R der mittlere geo- 
metrische Summand der geometrischen Derivirten derselben Ord- 
nung Yon den nach den Punkten m, m\ m\ . . . gezogenen 
Badienvectoren isi*) Man schliesst hieraus: 

1) Die Geschtmndigkeit R^ der Bewegung des TrdgheitsmiUel- 
punktes mies Systems von materiellen Punkten ist der mittlere geo- 
metrische Summand aus den gleichzeitigen Geschwindigkeiten alter 
Systempunkte, Diese Geschwindigkeit, multiplicirt mit der Summe 
der Massen aller Punkte, d. h, die Grosse R^IJm, Idsst sich an- 
sehen als die Quantitdt der Bewegung eines evnzigen im Trdgheits- 
miUelpunkte liegenden Punktes, dessen Masse gleich der Summe 
der Massen aller Punkte ist. Diese Grosse kann man die Be- 
wegungsgrosse der ganzen im Trdgheitsmittelpunkte concentrirten 
Masse des Punktsysiems nennen. Nach Formel (ft) hat man 

R^Em=Ijmr^, d. h. die Bewegungsgrosse der ganzen im Trdg- 
heitsmittelpunkte concentrirten Masse ist gleich der geometrischen 
Summe der Bewegungsgrossen der einzelnen materiellen Punkte. 

2) Die Beschleunigung erster Ordnung R^ der Bewegung 
des Tragheitsmittdpunktes ist der mittlere geometrische Summand aus 
den gleichzeitigen Beschleunigungen derselben Ordnung der Be- 
wegung jedes einzelnen materiellen Punktes. Man kann diese 
Beschleunigung als von der Wirkung einer im Trdgheitsmittel- 
punkte angreifenden Kraft R^2m herruhrend ansehen, die der 
geometrischen Summe Zmr^ aller auf die Systempunkte wirken- 
den Krdfte gleich ist, d. h. von der Wirkung der Restiltante aller 
dieser, geometrisch nach dem Trdgheitsmittelpunkte verlegten Krdfte. 

Die geometrische Summe 2Jmr2 besteht aus der geome- 
trischen Summe aller auf die Punkte m, m\ m'\ . . . wirken- 
den ausseren Krafte und aus der Summe aller inneren Krafte; 
diese letztere Summe ist aber Null; denn sie besteht wegen 
der Gleichheit von Action und Reaction aus paarweise ent- 

gegengesetzt gleichen Gliedern; daher reducirt sich Umr^ auf 
die Summe aller ausseren Krafte^ so dass also die Beschleuni- 



*) Dabei ist vorausgesetzt, dass sich jeder der Radienyectoren r,/,r", . . . 
mehrmals wiederholt^ und dass die Anzahlen der Wiederholnngen den 
Massen m, m\ m\ . . . proportional sind. 
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gfimg der Bewegtmg des TrSgheitsmMdptmktes von den itmeren 
Kriiften unahhdngig ist. 

Wenn keine ausseren Erafte vorhanden sind^ so ist 
2Jmr^ = 0, also auch iZg = 0. Wenn nun diese Bedingung 
eine gewisse auf t folgende Zeit hindurch erfiillt ist^ so ist 
der Trdgheitsmittelpunkt enttoeder in Ruhe oder er bewegt sich 
geradlinig und gleichformig mit der Geschmndigkeit B^. 

Wenn die materiellen Punkte m, m', m'\ ... einen con- 
tinuirlichen Korper bilden, so kann man sagen, dass der Trdg- 
heitsmiUelpunkt der Masse des Kbrpers entweder in Rtihe ist oder 
sich mit constanter GeschtoindigJceit bewegt, wenn auf den Kor- 
per keine ausseren Krdfte wirTcen, Es ist dies eine Ansdehnung 
des fur einen einzelnen materiellen Pnnkt aufgestellten Satzes I 
liber die Tragheit auf einen Korper von endlichen Dimen- 
sionen.*) 

Wenn sich der Tragheitsmittelpunkt in Folge der Wir- 
kung auseerer Erafte auf die materiellen Elemente der Masse 
des Korpers bewegt und jene Wirkung zur Zeit t 2LXxi irgend 
eine Weise unterbrochen wird oder wenn diese Wirkung zwar 
fortdauert^ aber die geometrische Summe aller Krafte nach 
der Zeit t gleich Null bleibt, so ist die Bewegung in der auf 
t folgenden Zeit eine geradlinige gleichformige mit einer 6e- 
schwindigkeit gleich dem mittleren geometrischen Summanden 
der von alien Elementen der Korpermasse erlangten Geschwin- 
digkeiten. 

Sehr oft beschrankt man sich auf die Betrachtung der 
Bewegung des Tragheitsmittelpunktes des Korpers^ indem man 
diesen als einen materiellen Punkt ansieht, der im Tragheits- 
mittelpunkt liegt und dessen Mass^ gleich der des ganzen 
Korpers ist. 



*) Phil. nat. princ. math., lex III, coroll. IV (ed. Le Seur 1760, p. 36). 
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Capitel n. 

Potential einer Erafb. — Definition der Kraft vermittelat ihres Poten- 
tials. — Potential der Kraft der gegenaeitigen Wirknng zweier Punkte 
anf einander, wenn diese Kraft eine Function des Abstandes der Punkte 
allein ist. — Zusammensetzung von derartigen Kr3.ften. — Besultante 
der Krafte, die durch die Wirknng einer continuirlichen Masse auf einen 
gegebenen Punkt entstehen. — Potential dieser Besultante. — KrSfte, 
die den Quadraten der Abstande der auf einander wirkenden Punkte von 

einander umgekehrt proportional sind. 

19. Sehr haufig tritt die Kraft als Differentialparameter 
erster Ordnung einer Function ihres Angriflfspunktes auf. Eine 
solche Function nennt man das Potential der Kraft. 

Kennt man das Potential einer Kraft^ so kann man Grosse 
und Richtung der Kraft nach den in den Cap. VII und XII 
der Kinematik behandelten Regeln zur Bestimmung der Diffe- 
rentialparameter erster Ordqpng finden. Wenn g? das Potential 
einer Kraft P ist, so hat diese Kraft P die Richtung derjenigen 
Normalen der Niveaufldche (if), die im Angriffspunkte der Kraft 
nach der Seite hin errichtet ist, wohin sich der Punkt verschieben 
mtiss, damit das Potential 9? wdchst. Die Grosse der Kraft ist 
die Derivirte des Potentials nach der Verschiebung auf dieser 

Normalen, d. h. P = -^^ 
' dn 

Die Derivirte des Potentials g) nach irgend einer arderen 
Verschiebung ds giebt die Projection der Kraft P auf die 

Richtung dieser Verschiebung, d. h. ^ = P cos (P, ds) . 

Ist der Ausdruck des Potentials 9 als Function der Coor- 
dinaten q^, q^, q^ des Angriffspunktes bekannt^ so kann man 
(nach Kinem. Cap. XII) vermittelst der partiellen Derivirten 

d(p dq> dtp 

die Componenten der Kraft P nach den Richtungen der Coor- 
dinatenparameter \y \y h^ finden und mit Hilfe dieser Com- 
ponenten die Grosse und Richtung der Kraft P bestimmen. 
Diese Componenten sind \^^, ^2^2^ ^s^s ^^^ ^^^ Grosse der 
Kraft ist: 

i 



P=\_\2:hrh^r9sf' 
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20. Hahen mehrere in demselhen Punkte angreifende Krdfte 
PotentiaU, so hat ihre Besultante als Potential die Summe der 
Potentiate aller Conhponenten. 

Es seien JP, F\ F", die an demselben Punkte angreifen- 
den Krafte, 9, 9?', 9", . . . ihre Potentiale und P ihre Resul- 
tante. Da nun 

ist, so ist (nach § 52 der Kinematik) die Tlesultante P der 
Differentialparameter erster Ordnung der Function 

JJ = (p ~\- (f -j- ^ -j- • * * 5 

mithin ist U das Potential der Kraft P. 

21. Wenn die Kraft P, mit der zwei materielle Punkte 
m und m' auf einander wirken, langs der geraden Verbin- 
dungslinie von m und m' gerichtet und eine Function ihres 
Abstandes ist, so hat sie ein Potential, das ebenfalls eine 
Function dieses Abstandes ist. Man kann eine solche Kraft 
durch mm'f{r) darstellen, worin m und m' die Massen der 
beiden Punkte bedeuten, wahrend r ihr Abstand ist. Bezeichnet 
man mit F{r) einen speciellen Werth des Integrals ff{T)dr, 

so hat man f(r) = -j- und folglich: 

mm fir) = mm -5— = — ^^ — 5 — ^-^ - 
' ^ ^ dr dr 

Nimmt man an, der Punkt m' sei fest und dr sei die Ver- 
schiebung des Punktes m auf der Richtung r, im Sinne von 

m' nach m genommen, so ist — — ^ — ^^ der Differentialpa- 
rameter erster Ordnung der Function mm'F(r), die dabei als 
Function des Punktes m allein betrachtet wird. Dann ist die 
Niveauflache eine Kugelvom Radius r und vom Centrum w'; 
folglich hat der Parameter die Richtung von r, und z war hat 
man, wenn mm'fif) als positiv vorausgesetzt wird, diese Rich- 
tung im Sinne Jr^-O zu nehmen. Man sieht hieraus, dass 
die Function mm' F{r) das Potential der Kraft mm'f{f) ist, mit 
welcher der Punkt m den Punkt m abstosst. Dieselbe Function, 
mit entgegengesetztem Zeichen genommen, d. h. — mm' F{f), 
ist das Potential der von m nach m' gerichteten Kraft mmf{r\ 

Somoff, Mechanik. 11. 12 
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d. h. der Kraft, mit welcher der Punkt m den Punkt m an- 
zieht. Also ist allgemein 

9? = + mmF(r) • 

das Potential der Kraft der Wirkung von m auf w. Man 
kann aber auch 97 als Function des Punktes m' ansehen; dann 
ist es das Potential der Kraft -Wirkung von m auf m'; be- 
trachtet man also ^) als eine Function beider Punkte m und 
m\ so kann man-es das gemeinsame Potential der Krafte der 
gegenseitigen Wirkung dieser Punkte auf einander nennen. 
Im Falle abstossender Krafte hat man in dem Ausdruck 
9 = + ^*^*'^W ^^^ positive, im Falle anziehender Krafte 
das negative Zeichen zu wahlen. 

Die Function f{f) in dem Ausdruck fur die Grosse der 
Kraft mmfif) bestimmt das Gesetz der gegenseitigen Wir- 
kung der Massen m und m , FUr Gewichtsmassen m und m 
in endlicher Entfernung von einander und auch flir elektrische 

und magnetische Massen ist diese Function /"(O = "t? worin 

fi eine gewisse constante Grosse bezeichnet, die man als die- 
jenige Kraft auffassen kann, welche zwischen zwei Punkten, 
deren Massen gleich der Einheit und deren Abstand gleich 
Eins ist, wirkt. Dieses Gesetz der gegenseitigen Wirkung 
zweier materiellen Punkte nennt man das Newton'sche Gesetz. 

Setzt man f{r) = -^, so hat man F{f) = 1 ^ = — — ; 

folglich ist in diesem Falle 

-7- mm' a 

^> = ^ — i^> 

d. h. das Potential der Krafty mit welcher sich mwei Punkte nach 
dem Newton'schen Gesetze anziehen oder ahstossen, ist der 
ersten Potenz des Abstandes der Punkte umgekekrt proportional. 
.Bei der Wirkung wagbarer materieller Punkte auf einan- 
der in unmessbar kleinen Entfemungen andert sich die das 
Wirkungsgesetz ausdriickende Function f(r) schneller als das 
Quadrat dieses Abstandes. 

, 22. Sind die Krafte, mit welchen irgend welche materielle 
Punkte auf einen materiellen Punkt M wirken, Functionen 
der Entfernungen allein und langs diesen Entfemungen ge- 
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richtet, so hat ihre Resultante (s. § 20) ein Potential, mit 
Hilfe dessen man jene Resultante bestimmen kann. Wir woUen 
nun das Potential der Resultante der Krafte, mit welchen die 
Elemente einer continuirlichen Masse m auf einen gegebenen 
Punkt M wirken, zu bestimmen sucben. 

Die Masse m kann fiber eine Linie, eine Flache oder ein 
Volumen vertheilt sein. Man denkt sie sich zerlegt in Dif- 
ferential elemente dm, deren Dimensionen alle unendlich klein 
sind and bezeiebnet den Abstand eines Elementes dm vom 
Punkte M mit r und die Kraft, mit der dm auf M wirkt , mit 
f(r)dm, indem man der Einfacbheit balber die Masse des 
Punktes M als Einheit nimmt. Das Potential dieser Kraft 
ist dann +F{r)dm, wenn F{r) =ff(r)dm ist; das Poten- 
tial U der Resultante P aller Krafte, die die Elemente dm 
auf M ausiiben, ist (nach § 20) ausgedrfickt dureb das Integral 

^ U=f±F(r)dm, (1) 

welches ilber die ganze Masse m auszudehnen ist. Fiihrt man 
die Integration aus, so erhalt man eine Function des Punktes 
M, fiir die man nach den Regeln der Cap. VII und XII der 
Kinematik den Dififerentialparameter erster Ordnung bestim- 
men kann; dieser Parameter ist die gesuchte Resultante P. In 
der Pormel (1) hat man das Zeichen -|- unter dem Integral- 
zeichen zu wahlen, wenn alle Elementarkrafte abstossend wir- 
ken, dagegen — , wenn sie alle anziehend wirken. Wenn aber 
einige der Elemente den Punkt M abstossen, andere ihn an- 
ziehen, so hat man fiir die ersteren das Zeichen +, fiir die 
anderen das Zeichen — zu nehmen. Der Einfacbheit halber 
kann man diese Zeichen zu dm ziehen, indem man positive 
und negative Massenelemente unterscheidet; oder man kann 
die Masse m in zwei Theile m' und m" derart zerlegen, dass 
der eine m' nur abstossende Elemente enthalt und der andere 
w" nur anziehende, dann die Integrale 

V'=jF{r)dm' und U'' =jF(r)dm'' 

einzebi berechnen uijd die Differenz TJ = U' — U" bilden; 

dieselbe ist das Potential der Resultante aller anziehenden und 

abstossenden Krafte. 

23. Gesetzt, das Element dm wirke nach dem Newton - 

12* 
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schen Gesetze auf den Pankt M, In diesem Palle ist f(r) = -^ , 

wo fi eine Constante bedeutet, die man als diejenige Kraft an- 
sehen kann, welche zwischen zwei Punkten von Massen gleich 
der Masseneinheit in einem Abstande gleich der Langeneinbeit 
wirkt. Der Einfachheit halber setzen wir ^ = 1, indem wir 
uns vorbehalten, diesen Factor spater, wenn nothig, wieder 

einzufuhren. Setzt man also f(r) = -^ , so wird F(r) = 

und die Formel (1) giebt: 

d. h. das Potential der Resultante der Attractionshrdfte, die van 
der EinwirJcung einer continuirlichen Masse auf einen gegebenen 
Punkt herruhren, ist das Integral der Eletnente dieser Masse, 
jedes Element getheilt durch seinen Abstand von dem angegogetien 
PunJcte. Dieselhe Grosse, mit dem entgegmgesetzten Zeichen ge- 
nommen, ist das Potential der Besultante der dbstossenden Krdfte, 
die von der Einmrhung derselben Masse auf denselben Punkt 
herrilhren. 

Auf Grand der Betrachtungen im vorigen § kann man 
sich auf die Untersuchung des Potentials der Attractionskrafte 

£^=/? ' (2) 

beschranken. 

24. Betrachten wir zunachst die Eigenschaften und die 
Berechnungsmethoden der Resultante der nach dem Newton '- 
schen Gesetze wirkenden Attractionskrafte und ihres Potentials 
fur den Fall, dass die Masse m tiber ein von alien Seiten be- 
grenztes Volumen V vertheilt ist; dabei sei vorausgesetzt, dass 
die Dichtigkeit q dieser Masse m in jedem Punkte des Volu- 
mens einen endlichen Werth babe. Dann haben das Potential 
U und die Resultante P in jedem Punkte ilf bestimmte end- 
liche Werthe, die sich bei continuirlicher Aenderung der Lage 
des Punktes M continuirlich andern. Dabei sind U und P 
immer eindeutige Functionen des Punktes. JIf, und P ist immer 
der Dififerentialparameter erster Ordnung der Function U oder 
des Integrals (2). 

Bei der Untersuchung von U und P hat man zwei Falle 
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zu unterscheiden: 1) den Fall, dass der angezogene Punkt M 
aiisserhalb der Masse m und 2) dea Fall, dass er innerhalb 
oder auf der Oberflache der Masse m liegt. Der zweite 
Fall hat nur f(ir die elektrischen und magnetischen Krafte 
eine reelle Bedeutung; fiir die gewohnlichen Schwerkrafte 
existirt er in Wirklichkeit nicht; denn die Anziehung mate- 
rieller Punkte, deren Abstand unendlich klein ist, folgt nicht 
mehr dem Newton'schen Gesetze. 

26. Wahlen wir nun den Punkt M als Pol und bestim- 
men wir die Lage des Elementes dm durch Polarcoordinaten, 
namlich den Radiusvector {My dm) = r, den Winkel 9, den 
die Richtung von r mit einer festen Axe bildet und den 
Winkel ^, den die Ebene des Winkels 9? mit einer festen, 
durch *die Axe gehenden Ebene bildet. In diesem Falle ist 
dm = Qr^ sing) drdg) dtp y und die Formel (2) giebt fur das 
Potential den Ausdruck 

U =fQr sin q)drdtpd^y (3) 

der zur Untersuchung der Eigenschaften des Potentials und 
zur Berechnung desselben in speciellen Fallen geeignet ist. 
Hierin ist sin g)dg)dtlj das Element einer Kugelflache vom Ra- 
dius 1, deren Centrum in Jf ist. Setzt man also sin(pd(pdtl;==d0, 
so folgt: 

TJ =jQrdrda, (4) 

Man kann jetzt zuerst nach r langs einer beliebigeh Richtung 
r integriren und dann nach d6, wobei mjan die Integration 
liber denjenigen Theil a der Kugeloberflache auszudehnen hat, 
der die Schnittpunkte dieser Kugelflache mit sammtlichen Ra- 
. dienvectoren enthalt. 

Bei jeder Lage des Punktes M, gleichviel ob ausserhalb 
oder innerhalb der Masse m, hat das Integral (4) einen be- 
stimmten Werth und kann nicht grosser werden als eine ge- 
wisse endliche Grosse, die man in folgender Weise leicht be- 
stimmen kann. 

Es sei h der Maximalwerth der Dichtigkeit q und R 
der Maximalwerth des Radius vectors r; substituirt man in dem 
Ausdruck (4) h fiir q und nimmt und JB als Grenzen des 
Integrals nach r, so erhalt man 
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R 

Jd^fQrdr <fd6 . hjrdr, 



also: 

Man sieht hieraus, dass TJ einen endlichen Werth hat, wenn 
der Punkt M in endlicher Entfernung von jedem Elemente 
dm liegt, wozu erforderlich ist, dass das Volumen V keine 
unendliche Dimension habe. 

Wenn alle Dimensionen des Volumens der Masse m un- 
endlich klein sind und der Punkt M ausserhalb der Masse m 
in endlicher Entfernung von ihr liegt, so ist die Grosse 6 
unendlich klein; liegt dagegen der Punkt ilf innerhalb m, oder 
ausserhalb, aber in unendlich kleiner Entfernung voir m, so 
ist die Grosse i2 unendlich klein. Mithin hat das Potential 
TJ jedenfalls bei unendlich kleinen Dimensionen des Volumens 
der Masse m einen unendlich kleinen Werth. 

Setzen wir nun voraus, die Masse m habe endliche Dimen- 
sionen und der Punkt M befinde sich innerhalb m und be- 
zeichnen wir mit ft einen den Punkt M enthaltenden Theil 
der Masse m von drei unendlich kleinen Dimensionen. Da 
der auf ft bezugliche Theil des Potentials TJ unendlich klein 
ist, so nahert sich der tibrige, auf die Masse m — ft beziig- 
liche Theil dem Werthe TJ, wenn die Dimensionen von ft sich 
der Null n^hern. Folglich hat die Anziehung des Punktes M 

durch die ihm benachbarten Punkte keinen merklichen Ein- 

« 

fluss auf die Grosse des ganzen Potentials TJ, 

26. Wir werden nun direct beweisen, dass das Integral (2) 
fiir jede Lage des Punktes M ausserhalb oder innerhalb der 
Masse m bei einer unendlich kleinen Verschiebung MM' dieses 
Punktes ein unendlich kleines Increment erhalt, dessen Ver- 
haltniss zu der Verschiebung MM' nicht unendlich gross sein 
kann, und dass die Grenze, der sich dieses Yerhaltniss nahert^ 

wenn MM' gegen Null convergirt, d. h. die Derivirte -j- 

bezuglich einer beliebigen Differentialversehiebung ds, immer 

gleich der Projection der Resultante P auf diese Verschie- 
bung ist. 




J U Cr — r' dm 
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Infolge der Verschiebung MM! (Fig. 26) geht jeder Ab- 
stand r iij einen anderen r uber; dadurch erhalt TJ das In- 
crement 

folglich ist 

MW J TOwr rr' 

Bestimmt man die Lage des Elements dm 
durch die Polarcoordinaten r, q), ^, indem man den Punkt M 
als Pol und die Richtung MM als Polaraxe wahlt, so hat 
man dm = Qr^ sin q)drd^dil>\ mithin wird: 

WW =J -WW- • -7- Q^'^^'P^I'- («) 

In dem Dreiecke, dessen Ecken M, M' und dm sind, kann 
die DiflFerenz zweier Seiten r — r' oder r' — r nicht grosser 
als die dritte Seite MM' und das Perpendikel r sin 9 aus dem 
Eckpunkt dm auf die gegeniiberliegende Seite MM' nicht 
grosser als die Seite r' sein. Daher konnen die Absolutwerthe 

der Verhaltnisse 

r — r' J r sin g) 

T,^,,, una 7 — 

MM r 

nicht grosser als Eins sein, sogar in dem Fall r = oder 
r' =^ 0. Deshalb hat das Integral (a) immer einen endlichen 
bestimmten Werth; folglich ist ^U ebensowohl wie MM' 
eine unendlich kleine Grosse. Bezeichnet nun 9' den Winkel, 
den die im Sinne von M' nach dm gerechnete Richtung von 
r' mit MM' bildet, so hat man: 

, . , . cos(?^) 

r — r sin qp — sin (p \ 2 / 

MM' sin (op' — op) /<p' — op\ 

und 

r sin op . , 
7-^ = sm op . 

r ^ 

Daher lasst sich die Formel (a) schreiben 

cos I -^^ — k~^7 8^ 9^ 




MM 

cos 



(S^) 



Qdrdg)dtlf, 
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woraus fiir MM' = folgt: 

d 



COS {- — 1 Sin qp 

— / lim ^\ __ ^^ — Qdrdq)dip. (6) 



-> 



cos 



Es eriibrigt noch, den Werth von 

« 

/qp + <3p'\ . 

coal — ir^J sin 9> 

lim 7-7 r (c) 

cos(S^) 

fur jedes Element dm zu bestimmen. 1st r nicht gleich Null, 
so fallt fiir MM' = die Richtung von r' mit der von r 
zusammen, so dass q)' = (p wird und (c) den Werth cos q) sin q) 
annimmt. 1st aber r = 0, so ist r' = M'M und 9' = ;r; 
dadurch geht die Grosse (c) in Null uber, folglich hat das 
dem Werthe r = entsprechende Element des Integrals auf 
den Werth des ganzen Integrals keinen Einfluss. Da fiir alle 
anderen Elemente die Grosse (c) sich auf cos 9 sin (p reducirt, 
so ist in jedem Falle 

-r-= I cos q) sin q)Qdrdq)d^ , 

oder wenn man cos q) =^ cos (r, ds) und sin q)dq)dilf = d6 
setzt, 

— -== I p cos (r, ds)drd6y (5) 

wo die Grenzen der Integration dieselben wie in Formel (4) sind. 
Die Kraft, mit welcher das Element dm den Punkt M anzieht, 

ist -72-, also ihre Projection auf ds: 

—2- cos (r, ds) == Q cos (r, ds)drd6 ; 

daher reprasentirt das Integral (5) die Summe der Projectionen 
aller derjenigen Krafte auf ds, mit denen die Elemente der- 
Masse m den Punkt M anziehen. Diese Summe muss aber 

auch der Projection der Resultante P auf ds gleich sein. 

Folglich ist: 

dU 



ds 



= P cos (P, ds). (6) 
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Es kann vorkommen, dass -r- = ist ftir jede Richtung ds) 

dann ist auch P=0, d. h. die Krafte, mit welchen die Ele- 
mente der Masse m den Punkt M anziehen, sind im Gleich- 
gewicht. 

Wenn umgekehrt P = ist, so ist fiir jede Eichtung ds 
auch -f- == 0. Solcher Gleichgewichtslagen kann es fiir den 

two 

Punkt M melirere und sogar unendlich viele geben, wie wir 
spater sehen werden. Ist aber -j- nicht fiir jedes ds gleich 

Null, so ist auch P nicht gleich Null. Kennt man dann -r- 

fur drei nicht in einer Ebene liegende Richtungen, so kann 
man die Grosse und Richtung von P bestimmen. Ueberhaupt 
zeigt die Formel (6), dass P der Differentialparameter der 

Function ?7 = I — ist, gleichviel ob der Punkt M ausserhalb 

oder innerhalb der Masse m liegt. 

Bezeichnet man wieder mit h den Maximal werth von q 
und mit R den Maximalwerth^ von r, so findet man, dass der 
Absolutwerth des Integrals (5) nicht grosser als JcE6 sein 

kann; hieraus folgt aber, dass ^— = P cos (P, ds) xmd P, eben- 

sowohl wie U, bei endlichen Dimensionen der Masse m und 
endlichem Abstande des angezogenen Punktes M von ihr end- 
liche Werthe haben, dass sie dagegen bei unendlich kleinen 
Dimensionen der Masse m immer unendlich klein sind, wo 
der Punkt M auch liegen mag. 

27, Untersuchen wir nun die Werthe des Potentials U 
und der Attractionskraft P in dem Falle, wenn der angezogene 
Punkt M unendlich weit von m entfernt ist. Es lassen sich 
folgende Eigenschaften des Potentials und der Kraft beweisen: 

Das Potential U und die Kraft P sind unendlidi Meiny 
wenn der Punkt M von den PunMen einer Masse m, welche 
eine endliche Grosse und endliche Dimensionen hat, unendlich 
weit entfernt ist Dezeichnet man mit 8 den Abstand des PunJctes 
M von einem beliebigen PunJcte 0, der in dem Volumen der 
Masse m oder ausserhalb in endlicher Entfemung von derselben 
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liegt, so sind die Froducte U8 und Pd^ fur d = oo gleich der 
Masse m; U und P werden daher bei unendlich grossem 8 un- 

endlich Tdein von derselben Ordnung wie -^, resp, ^; ddbei ndhert 

sidi die Bichtung von P der Bicktung d. 

Beweis. Bezeichnet u den Abstand des Punktes von 
dem Elements dm, so sieht man leicht, dass bei hinreichend 
grossem Werthe von 8 die Bedingung 

r — w<d<r + w («) 

erfallt ist, woraus folgt: 

/(r — u)dm rSdm r{r + u)dm 
^ V~^ J ~' ' 

d.h. 

*udm ^ Tx«. ^ • f*udm 



m 



- I —^ <U8 <m + l~ 



r 



Man kann hierin, ohne die Beziehungen der Ungleichheit zu 
storen, statt des variablen Werthes a dessen Maximalwerth u^ 
und ebenso statt des variablen Werthes r dessen Minimal- 
werth r^ einsetzen. Dadurch erhalt man aber: 

m{l-^)<US<m(l+^). 

Da fiir ein unendlich grosses 8 die Grosse -^ unendlich klein 

wird, so nahem sich die Grenzen, zwischen denen U8 ein- 

geschlossen ist, bei unendlich wachsendem 8 dem Werthe m, 

d. h. U8 convergirt gegen m. 

Die Projection der Kraft P auf 8 ist durch das Integral 
cos (r8)dm 



J 



r^ 



ausgedriickt; daher ist: 



d''Pc08(Pd) = P'7/*'^^ C?m. 

Da 8 cos (8r) = r — u cos {ur) ist und u cos (wr) zwischen 
■^ u und + ^ licgt, so ist 

r — u<8 cos {8r) < r + w> 

und dies giebt in Verbindung mit (a) 

(r — uY < 8^ cos {8r) < (r + w)^; 
hieraus folgt 
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(\ _ i^y<' *' co^ (^♦•) 



<(!+*-) 



2 



und folglicli: 

m (l - ^)'< d^Pcos {Pd) < m (l + ^)'- 

Man sieht hieraus^ dass m die Grenze ist, der sich d^P cos (PS) 
nahert, wenn sich der Piinkt M unendlich weit von ent- 
femt. Da hierbei alle Winkel (r8) sich der Null nahem, 
d. h. da alle Erafte^ die die Besultante P bilden^ bei unend- 
lich grossem d unendlich kleine Winkel mit der Richtung d 
bilden, so bildet auch ihre geometrische Summe P mit der 
Richtung von 8 einen unendlich kleinen Winkel. Mithin 
nahert sich die Richtung von P der Richtung 8 und das Ver- 
haltniss d^Pcos (P8): d^P der Einheit. Da aber, wie soeben 
bewiesen, m die Grenze von d^P cos (Pd) ist, so ist m auch die 
Grenze von d^P. Die Grossen U und P werden also bei un- 
endlich grossem S unendlich klein von derselben Ordnung wie 

Beispiele flir die Berechnung des Potentials und der Attractions- 
kraft yermittelst einer liber die anzieliende Masse ansgedelinten 

Integ^ration. 

28. Anziehung eines PunJctes durch eine von zwei concen- 
trischen Kugelflachen eingeschlossene Kugelschicht, deren Dichtig- 
Jceit entweder constant oder eine Function des Ahstandes vom 
Centrum alUin ist (Fig. 27). 

Fig. 87. 






Gesetzt, die zwischen den beiden concentrischen Kugeln 
vom Centrum und von den Radien iJ und IC eingeschlossene 
Masse m ziehe den Punkt M an, dessen Abstand OM vom 
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Centrum gleich a ist; es sei R <iB, mid die Dichtigkeit q 
des Elements dm constant oder eine Function des aus nach 
dm gezogenen Radiusvectors u allein. Bedeutet nun <p den 
Winkel, welchen dieser Radiusvector mit der Richtung OM 
bildet, und ^ den Winkel, den die Ebene des Winkels q) mit 
einer festen, durch Oilf gehenden Ebene einschliesst, so hat man 

dm = QU^ sin q)dud(pdilf ; 

folglich ist 

jj f QU^ sin q> dud cpd'tp 



=/ 



WO r den Abstand des Elements dm vom Punkte M bezeichnet, 
der als Function von <p und u durch die Formel 

r == (u^ -^ a^ — 2au cos 9) 

gegeben ist. Die Integration lasst sich nun in folgender Ord- 
nung ausfiihren: 1) nach q) von bis tCj 2) nach ^ von 
bis 2jtj 3) nach u von JS' bis R, 
Integrirt man nach g?, so folgt: 



/ 



^^° ^ ^ Y = — (u^ -}- a^ — 2ua cos 9)^ = 



(u^ + a2 _ 2^„ COS q>)^ "** "** 



Setzt man hierin fiir 9 die Grenzen und tc ein, so hat man 
drei Falle zu unterscheiden: a) wenn der Punkt M ausser- 
halb der Masse m in dem die Kugelschicht umgebenden Raume 
liegt, b) wenn M innerhalb der Hohlung der Kugelschicht, 
d. h. in der Kugel vom Radius B' liegt, und c) wenn M in 
der Masse m liegt. 

a) Im ersten Falle entsprechen den Grenzwerthen q) = 
und q) = 7C die Werthe r = a — u und r = a -{- u\ daher ist 
das Resultat der Integration nach q> 



r = -; 



au a 



folglich ist: 

U = — 1 2QU^dudif, 

Fiihrt man nun die Integration nach ^ aus, so ergiebt sich: 

U = — I 4:7tQu^du, 
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Es ware nun noch die Integration nacli u auszufiihren, wobei 
Q als constant oder als eine Function von u vorausgesetzt 
wird. Man sieht aber leicht, dass Ajtu^dti der Differential- 
ausdruck des Volumens einer unendlich diinnen Schicht ist, 
die zwischen zwei Kugeln vom Radius u und u + du ein- 
geschlossen ist. Daher ist 4:7CQU^du die Masse dieser Schicht, 

R 

also jATtQU^du die ganze Masse m, Man hat also 

R' 

d. h. das Potential der Anziehung, die eine Kugelschicht auf einen 
in dem dvsseren umgebenden Raume hefindlichen Punkt attsiibt, 
ist gleich der Masse der Schicht, dividirt durch den Abstand des 
angezogenen Punlctes vom Centrum der Schicht. 

Die Niveauflache (U) ist diejenige Flache, fur deren 
Punkte a einen constanten Werth hat; sie ist daher eine Kugel, 
deren Centrum und deren Radius OM ist. Der DiiOferential- 
parameter der Function (a), der die Attractionskraft P dar- 
stellt, ist 

a* 

und langs MO in dem Sinne gerichtet, in welchem der Punkt 

AM 

M verschoben werden muss, wenn — zunehmen soil. Diese 

Function wachst aber bei abnehmendem a, d. h. wenn man 
M in der Richtung von M nach verschiebt; folglich ist die 
Attractionskraft langs MO im Sinne von M nach gerichtet. 
Man kann daher sagen, dass eine von zwei concentrischen 
Kugeln eingeschlossene Schicht, deren DichtigJceit entweder con- 
stant oder eine Function des Abstandes vom Centrum allein ist, 
einen in dem die Schicht umgebenden Raume befindlichen PunJct 
ebenso anzieht, vne ein einzelner im Centrum der Schicht liegender 
Punkt, dessen Masse gleich der Masse der ganzen Schicht ist, 

b) Liegt der Punkt M in der Hohlung der Schicht, so 
entsprechen den Grenzwerthen 9 = und (p = it die Werthe 
r = u — a und r = a -^ U] daher giebt die Integration nach 9: 



au 



r = — \a 4- u — (u -^ a)] = — ; 



u — a 
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folglich ist: 

R 

U •■= 2jQtidudil} = 47CjQudu, (b) 

R' 

Diese Grosse ist von a, d. h. von dem Orte des Punktes M 
in der Hohlung der Schicht, nicht abhangigj folglich hat U 
fiir alle Punkte dieses Raumes denselben Werth, so dass der 
DiflFerentialparameter P gleich Null ist Hieraus schliesst man, 
dass alle die Krafte, mit welchen die Elemente der Schicht einen 
in der Hohlung der Schicht gelegenen Punkt anziehen, im Gleich- 
gewicht sind, 

c) Wenn der Punkt M innerhalb der Masse m liegt, so 
sind die Werthe von r, die den Werthen 9 = und g) = tc 
entsprechen, die folgenden: 

r = u — a und r = u -}- a fur w > a, 
r = a — u und r = ti -{- a fur w < a. 

Daher liefert die Integration nach q) im ersten Falle das Re- 

2 . 2 

sultat — , im zweiten aber das Resultat — . Zerlegt man also 

die Masse m in zwei Theile m' und m" durch eine Kugel, 
deren Centrum und deren Radius OJIf=a ist, so dass m' 
im Inneren dieser Kugel liegt, so ist der der Masse m' ent- 
sprechende Theil des Potentials U, wie im Falle a), durch 
das Integral 

a 

QU^dU 

R' 

ausgedriickt; dagegen gilt fiir den der Masse m" entsprechenden 
Theil, ebenso wie im Falle b), das Integral 

R 

AnjQudu] 

a 

folglich ist: 



a 



a R 



TJ = — i AjtQU^du -{- Alt i Qudu ; 



R' a 

hieraus erhalt man: 

a 

dU 



da 

R' 



-2 I 4^QU^du -| 4o7tQaCC^ 4:7tQaCC = ,- , 
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wo Qa der Werth von q fiir u = a ist; daher ist P= — ^— = —j. 

Die Richtung von P ist die Richtung ilf im Sinne von M 
nach 0. Dies zeigt, dass rfie Attraction nur von der Eintoir- 
Jcung der Elements der Masse m' auf den Punkt M herruhrt, 
wdhrend die Krdfte der Elemente der Masse m" im Gleich- 
getmcht sind. 

Fiir eine VoUkugel hat man in den vorhergehenden For- 
meln B' = zu setzen. Ist dabei die Masse homogen, so ist 

m = Y^rpiJ^ und P = ^^a fiir den Fall a), d. h. wenn M 

ausserhalb der Kugel liegt. Im Falle c) dagegen hat man 

w' = — srpa^ und P = — jrpa, d. h. eine homogene VoUkugel 

o o 

zieht einen inneren Punkt proportional dem Abstand des Punk- 
tes vom Centrum an. 

29. Die Gesetze der Anziehung eines Punktes durch ho- 
mogene Kugeln und Kugelschichten sind von Newton ge- 
funden worden.*) Er hat auch einige specielle Falle der An- 
ziehung eines Punktes durch homogene EUipsoide betrachtet 
und unter anderem den folgenden Satz bewiesen: Eine homo- 
gene, von zwei concentrischen, ahnlichen und ahnlich gelegenen 
EUipsoiden eingeschlossene Schicht iibt auf einen in der Hoh- 
lung befindlichen Punkt Jceine WirJcung aus.**) 

Es seien namlich S und S' zwei concentrische, ahnliche und 
ahnlich gelegene EUipsoide , die eine homogene Masse m von 
der Dichtigkeit q begrenzen; S' sei das innere, S -das aussere 
Ellipsoid. Es ist nun zu beweisen, dass alle Krafte, mit denen 
die Elemente jener Masse einen innerhalb oder auf der Ober- 
flsche des Ellipsoids S befindlichen Punkt M anziehen, sich 
Gleichgewicht halten. Man denke sich um M als Centrum 
mit einem Radius gleich Eins eine Kugel beschrieben und 
ziehe von M aus durch ein beliebiges Element d6 der Ober- 
flache dieser Kugel einen Radiusvector r bis zu einem belie- 
bigen Elemente dm der Masse m. Nach Formel (5) ist die 



*) Philosophiae nat. principia math., lib. I, sectio XII: De corporum 
sphaericorum viribus attractivis (ed. Le Seur 1760, p. 466). 

**) lb. lib. 1, sectio XIII: De corporum non sphaericorum viribus 
attractivis, prop. XCI, probl. XLV (ed. Le Seur 1760, p. 611—620). 
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Projection der Resultante P aller Attractionskrafte auf eine 
beliebige Axe Mx durch das Integral 

P cos {Px) = p/cos (rx)drd6 

ausgedrfickt. Gesetzt, die Gerade, auf welcher der Radiusvector r 
liegt, treffe das Ellipsoid S in den Punkten A und B und 
das Ellipsoid S' in J.' und B' (s. Fig. 28). Integrirt man 
nun nach r, so wird 

Pcos (Px) = p/cos (rx){AA' — BB')d6 , 

wo die Integration nach d6 iiber die Halbkugel zu erstrecken 

ist. Man sieht aber leicht, dass die 
Abschnitte AA' und BB\ infolge der 
Aehnlichkeit und der ahnlichen Lage der 
Ellipsoide Sund S' gleich sind;*) daher 
verschwinden sammtliche Elemente des 
Integrals fiir jedes d6\ folglicb ist 
P cos {Px) = fiir jede Ricbtung der 

Projectionsaxe Mx\ dazu ist aber erforderlich, dass P = sei. 
30. Anziehung eines Punktes diirch ein homogenes Ellipsoid. 
Man denke sich ein voiles homogenes Ellipsoid von der 

Dichtigkeit p, dessen Oberflache in Bezug auf die Axen die 

Gleichung habe: 




^a + ^2 + :p = 1* («) 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, das Potential U der Kraft P 
zu finden, mit der dieser Korper den Punkt M (x^ y, z) anzieht. 
Setzt man 

S + -2T + f, = @S (8) 

so ist dies die Gleichung einer der Flache (7) ahnlichen und 
mit ihr ahnlich gelegenen Flache. Giebt man also der Va- 
riablen S nach einander unendlich kleine Incremente dS, so 
zerlegt man dadurch das Ellipsoid in unendlich diinne Schich- 



*) Der zu der Sehne AB conjugirte Durchmesser OD der Ellipse 
AOB ist zugleich auch der der Sehne A' B' conjugirte Durchmesser 
der Ellipse -4.' OJB'; daher haben die Sehuen AB und A' B' denselben 
Halbirungspunkt D, d. h. es ist AD =^ BB und A' B =^ B' B; folglich 
ist AA' = BB\ 
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ten, so dass jede Schicht zwischen zwei ahnlichen EUipsoiden 
(0) und (® + ^®) enthalten ist. Das Potential der An- 
ziehungskraft einer solchen Schicht ist dann das Differential 
des Potentials U bezQglich 0, d. h. d& U. Suchen wir nun 
einen Ausdrack fiir dieses Differential zu finden. 

Bezeichnet man mit dS ein Element der Flache (8) von 
zwei unendlich kleinen Dimensionen, mit s die Dicke der Schicht 
in einem der Punkte von dS und mit r den von dem gege- 
benen Pmikte M nach diesem Punkte gezogenen Radiusvector, 
so ist 

deU = pf"^ , (9) 

WO die Integration iiber die ganze Flache (8) auszudehnen ist. 
Um nun fur dS und sdS einen zur Integration bequemen 
Ausdruck zu erhalten, woUen wir statt der geradlinigen Co- 
ordinaten |, i^? 5 die Variablen 

einftihren, die wir als geradlinige Coordinaten eines gewissen 
Punktes beziiglich derselben Coordinatenaxen betrachten. Irgend 
zwei Systeme entsprechender Punkte (g, i^, 5) ^^^ {^} ^> ^) 
reprasentiren homologe Figuren von der Eigenschaft, dass das 
Verhaltniss entsprechender Volumina constant und gleich dem 
Producte ajSy ist. Denn es ist 

Jdi,dvidt, = aPyfdudvdw. 
Dem Ellipsoid (8) entspricht eine Kugel, deren Gleichung 

^2 _|_ ^2 _|. ^2 ^ @2 

ist. Dem Elemente dS der Oberfl'ache des Ellipsoids entspricht 
auf dieser Kugel ein Element, das man durch Q^diS aus- 
drucken kann, wenn man mit d0 ein ihm ahnliches und ahn- 
lich gelegenes Element auf einer Kugel vom Radius 1 be- 
zeichnet. Daher entspricht dem Elemente sdS des Volumens 
der Elhpsoidschicht das Volumenelement @^dGd0 einer Kugel- 
schicht, die zwischen zwei Eugeln von den Radien @ und 
S "{- d® enthalten ist. Es ist also: 

adS = afiyd6&^d@, (11) 

Differeigitiirt man den Ausdruck (8) nach S und bezeichnet 

Somoff, Mechanik. II. 13 
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mit p den Diflferentialparameter erster Ordnung der Function 
^@^ des Punktes (^^ i], ^), so hat man 

&d®=ps, (12) 

wo 

■^ "" W "I" ^ + "yV 

ist (s. Kinem. S. 112); p hat die Richtung der ausseren Nor- 
male des Ellipsoids (8) im Punkte (5; ^; S). 

Aus den beiden Gleichungen (11) und (12) ergiebt sich: 

dS = aPyd6&p. (13) 

Substituirt man in (9) statt sdS den Ausdruck (11), so er- 
halt man: 

d&U=Qa^y&'dsJ^. (14) 

Nimmt man nun an, das Ellipsoid (7) sei mit einem anderen 
gegebenen Ellipsoide 

1' + ^ + 1! = 1 (15) 

confocal, was sich durch die Bedingungen 

«^ == ^1 + ^ > /^^ = ^2 + ^ 7 y^ = «3 + ^ (16) 

ausdrucken lasst, so wird d&,TJ eine Function der beiden un- 
abhangigen Variablen S und A. Man erhalt diese Function, 
wenn man beziiglich d6 integrirt; diese Integration bietet aber 
in dem Falle, dass der angezogene Punkt ein ausserer ist, 
Schwierigkeiten dar, die man folgendermassen vermeidei, kann. 
Man dividirt den Ausdruck (14) durch a^y und diflFeren- 
tiirt dann nach L Dadurch erhalt man: 

*(^) = Q^d®dJ^; = - 9®V0/^I . (17) 
Aus der Formel 

r'' = (I - xy + (n- yf + (5 - ^f 

folgt: 

rdr =x (I _ a;) (?| + (i, - y)dfi + (g - e)dt. (18) 

Bei der Differentiation nach A sind die Grbssen u, v, w und 
d0 als Constante zu betrachten. Man hat daher auf Gnmd 
der Formeln (10) und (16): 
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dl = ^dk, dn'^^dk,di=' ^^^,dX. 
Nun ist aber 

1 = p cos (2)0;) , p^. = i? cos (i)t/) , ^=pcos(p^); 

daher wird: 

di,^=\p co^ {px)dX, di^ = ^ pco8{py)dky d^ = i pco8(p0)dL 

Substituirt man diese Ausdriicke in die Formel (18) und divi- 
dirt durch r, so folgt: 

dr = ^p cos (pr)dk 5 

hiermit geht die Formel (17) iiber in: 

, fdQU\ ^ia2^iQ fpda COB (pr)dX 

Eliminirt man hieraus pd0 vermittelst der Formel (13), so 
findet man: 

n fd&U\ Q0d&dX rcos^(pr)dS /1Q\ 

*l,^j = - ^-?y-J 7^ • ^^^) 

Diese Formel liefert zwei verschiedene Resultate, je nachdem 
der Punkt M (x, y, z) ausserhalb oder innerhalb des Ellip- 
soids (8) liegt. Im ersten Falle hat man nach dem in § 62 
angefiihrten Satze von Gauss 

cos (pr)dS 



= 0, 

und folglich 



/ 



d 



(^) - 0. (20) 



Liegt der Punkt M ausserhalb des Ellipsoids (A), so genugen 
seine Coordinaten der Bedingung 



^ I 3/ I ^ 



. 1 + -iT^ + -Vt > 1 ; (21) 

in diesem Falle gilt die Formel (20) fur jeden Werth von 0, 
der zwischen und 1 liegt. Nimmt man also das Integral 
nach ® zwischen diesen Greuzen, so ergiebt sich 



7' 



deU 
d. h. 



13' 
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dx 



{£) = ^' (22) 



1 

da Jde U= U ist. 



Betrachtet man die Coordinaten x, y, als constant und 
k als die Variable, so hat man fiir diese Variable die Be- 
dingung (21), wenn Gleichimg (22) bestehen soil. Es sei X^ 
ein Werth von A, der der Gleichung (21) geniigt. Nimmt 
man das Integral der Gleichung (22) zwischen den Grenzen 
k und Aj und bezeichnet man niit Uj, a^, /3i, y^ die Werthe 
der Grossen U, a, p, y fUr k = k^, so hat man die Proportion 

welche zeigt, dass die Potentiate der Attractionen^ welche zwei 
confocale Ellipsoide auf denselhen dusseren Punkt ausiibm, den 
Froducten der entsprechenden Halhaxen proportional sind, mit- 
hin auck den Volumina und Massen der Ellipsoide, da au^ch 
diese Grossen den Producten der Halhaocen proportional sind. 

Da bei constantem U auch der Werth von C/j constant 
ist, so sind die Niveauflachen (?7) und (Ui) der beiden Func- 
tionen dieselben. Daher fallen die Differentialparameter erster 
Ordnung P und P^ der Functionen U und Ui im Punkte 
M (x, y, z) in dieselbe Gerade; sie sind aber auch von dem- 
selben Sinne, da U und TJ^ bei der Verschiebung des Punk- 
tes M gleichzeitig wachsen oder abnehmen. Das Verhaltniss 

der Parameter P und P^ ist gleich dem Verhaltniss -r^, d^h. 

— = fi 

denn, wenn man mit dn die Normal verschiebung des Punk- 
tes M gegen die Niveauflache (JJ) oder {TJ^ bezeichnet, so ist 

dU dUi 

dn dn 



Dsiher fallen die AttractionsJcrdfte, mit wdchen zwei homogene 
confocale Ellipsoide einen ieliebigen cmsseren Punkt anziehen, in 
cine und dieselbe Gerade und sind den Massen der Ellipsoide 
proportional. 
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Dieser Satz, den man den Maclaurin'schen Satz nennt^ 
erlaubt, die Anziehung eines ausseren Punktes durch ein Ellip- 
soid zu berechnen, wenn die Anziehung desselben Punktes 
durch das dem* ersten confocale Ellipsoid, auf dessen Ober- 
flache der Punkt liegt, bekannt ist. 

Wir woUen nun zu dem Falle iibergehen, dass der Punkt 
M innerhalb des Ellipsoids (8) liegt. Dann hat man nach 
dem in § 62 der Einleitung angefiihrten Satze von Gauss: 

cos {pr)dS ^ ^^ . 

daher geht die Formel (19) in die folgende iiber: 

n (d®Tj\ ^noGdGdX ,^,. 

Wahlt man nun fiir A einen Werth, der der Gleichung 



f- 



®? = ;r^ + :r^ + ;rVT (25) 



geniigt und lasst @ zwischen und 1 variiren, so findet man 
zwischen diesen Grenzen fiir ® einen Werth, der durch die 
Gleichung 

Oi + l'^a^ + x'^a^-^X 

bestimmt ist. Dieser Werth bestimmt eine dem Ellipsoid (7) 
ahnliche Flache, die durch den gegebenen inneren Punkt 
M(x, y, 0) hindurchgeht. 

Integrirt man dxi \ j von bis 1 und beachtet die 

Gleichung (22), die fur jeden Werth < ©^ besteht, sowie 
die Gleichung (24), die fur ®> 0^ und < 1 gilt, so erhalt man: 

Substituirt man hierin fiir S\ seinen Werth aus (25) und in- 
tegrirt dann beziiglieh A zwischen den Grenzen I und -(- 00, 
so findet man: 



Wyjoo V^yjx 



dx (26) 



/»/ ^2 <j.2 ^2 \ 



^\ fl^i-h^ 0,^-^K «3-hVKK+^)(a2+^)(«3+^) 



- 198 - 



U 



Hierin ist ( — ^— |der Werth von — ^ fQr A = oo. Derselbe ist 

gleich Null, weil das Product a^y von hoherer Ordnung un- 
endlich gross wird als U. Bezeichnet man Hamlich mit JB 
den grossten von M nach der Oberflache des Ellipsoids (A) 
gezogenen Radiusvector, so hat man, wie im § 25 gezeigt 
wurde, TJ <i^ q0B^^ wo 6 ein Theil einer Kugeloberflache vom 
Radius 1 ist. Fur a = oo, /3 = cx), y=oo wird die Grosse 
B^ unendlich gross von der 2. Ordnung; folglich kann auch TJ 
von keiner hoheren Ordnung unendlich gross sein als von 
der zweiten. Daher geht die Gleichung (26) iiber in: 

oo 
Liegt der Punkt M innerhalb des Ellipsoids (15) 

- + -+-=1, 

SO kann man A = setzen. Dadurch erhalt man aus For- 
mel (27) den Werth des Potentials fur dieses Ellipsoid, namlich: 

oo 
U=^n,Va:a^,J(l-^-^^-£-^^^^=^==^=. (28) 



Liegt aber der Punkt M ausserhalb des Ellipsoids (15), so 
kann man nach dem Maclaurin'schen Satz das Potential fiir 
dieses Ellipsoid mit Hilfe des Potentials U^ ernes confocalen 
Ellipsoids bestimmen, dessen Oberflache durch den Punkt M 
geht. Bezeichnet man den entsprechenden Werth von A mit 
Ai, so hat man zur Bestimmung von A^ die Gleichung 

^' r y' L ^' _ 1 



«l + ^1 «2 + ^1 «8 + ^1 

Dieser Werth A^ ist die grosste Wurzel der Gleichung dritten 
Grades 

(«! + A) (a^ + A) (ag + A) - a?^ (a^ +A) (^3 + A) ~ 

- f («3 + ^) («i + ^) - ^' K + ^) («2 + ^) = ; 

dieselbe liegt zwischen oo und — a^ , wenn a^^ a^> a, ist 
• (a. Kinem. § 56). 
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Setzt man ^i + A^ = aj , a2 H"^i = ^i; ^3 + ^i = y?> so 
erhalt man aus Formel (27) 

00 

die Formel (23) giebt aber: 

U U. 

_^— ___^_ .»— ■^ • 

folglich ist: 

op 

u=.,Y^;^,J'(i -£, - ^ - ^i-,)^^™^^)- (29) 

31. Man sieht leicht ein, dass die Formeln (14), (20), 
(22) und (24) auch dann noch ihre Giltigkeit behalten, wenn 
die Dicbtigkeit q eine Function der variablen Grosse &^ ist, 
d. h. wenn die Masse iiber jeder, der Oberflache des gegebenen 
Ellipsoids ahnlicben Flache gleicbformig vertheilt ist, sich aber 
beim Uebergange von einer solchen Flache zu einer anderen 
andert. Bei einer solchen Vertheilung der Dicbtigkeit in dem 
Ellipsoid (7) findet man wieder die Gleichung 

U ^ U, 

die auf den Maclaurin'schen Satz fuhrt. Da die Massen 
zweier EUipsoide, deren Potentiale U und C/^ sind, sich durch 
die Integrale 

•1 1 

Ana^yjQ&^dS und Anay^^^y^Q&d® , 

u 

welche den Producten a^y und a^ftyi proportional sind, aus- 
driicken lassen, so sind die Potentiale U und U^ den ent- 
sprechenden Massen proportional. 
Setzt man 

2jQ®d® = F{e^) , 

so ergiebt die Gleichung (24) 

woraus folgt: 1) fur einen inneren Punkt M{x, y, z) 
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U-. Va.a,a,J[m - f (e,)]^=i^==_, (30) 





2) fiir einen ausseren Punkt 

oo 



U^nVa^a^a, C\f{\) - F{®\)\- - ^\^^ (31) 



wo 



fil^ — ^' 4- y' r ^' 



und Ai die groBste Wurzel der Gleichung 

^" 4. y' + '" = 1 



ist. Die Formeln (28) und (29) sind in den Formeln (30) 
und (31) als Specialfalle enthalten. Das in (28) und (29) auf- 
tretende Integral nach X lasst sich auf elliptische Integrate 
zuriickfuhren.*) Auch das in (30) und (31) vorkommende 
Integral nach A lasst sich auf derartige Integrate zuriickfuhren^ 
wenn F{S\) eine algebraische rationale Function beziiglich 

e\ ist. 

Die Grenzen des Integrals nach A in (31) konnen auf 
und cx) gebracht werden, wie in Formel (30); man braucht 
dazu nur A = A^ -f- 5 zu setzen und dann nach s zu integriren; 
dann geht (31) iiber in: 

00 , 

u - .y^lrn) - F(e'S\y^^^:^^ (S2) 



mit 

®\ = I2-T-. + ^TT-. + - 



al+8 ' §1+8 ^ yl + 8 

32. Um die Projectionen der Attractionskraft P auf die 
Coordinatenaxen zu erhalten^ muss man die pariiellen Deri- 
virten erster Ordnung von dem Potential U bezUglich der 
Coordinaten x, y, des angezogenen Punktes M suchen. 

1) Fiir einen inneren Punkt M giebt die Formel (30) 



*) Legendre, Traits des fonctions elliptiqaes etc. T. I. — J. So- 
moff, Grundzfige der Theorie der elliptlBchen Functionen, 1850. (niss). 
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S=-«i/«^.p'(®?)^^ 



«« "^ ' * y ^ '^ ^* ]/K + !)(«, + ») (a. +i) 



.2 



wo ^H^ = -^ und i^'(®J) <Jie Dichtigkeit q fflr & = S, 
bedeutet, d. h. die Dichtigkeit auf der Oberflache des Ellipsoids 



ttj+X ' aa + i ' 08 + ^ 

Im Falle eines homogenen Ellipsoids ist q = F'(Sl) eine con- 
stante Grosse. 

Man hat also allgemein fQr die Projectionen der An- 
ziehungskraft auf die Coordinaten-Axen die Formeln: 

oo 



— — = — 23tyyaia^ao / r — — ^ , (33) 



oo 
dU ^ -/ r QdX 



= — 2jt0yaia2a^ j — 



^^ ' ' V («8 + ^)l/(«l + « K + ^) («3 + ^) 



2) Im Falle eines ausseren Punktes ergiebt sich aus 

Formel (31): 

oo 

a 



■^T — ~ ^y«i «2«3 / J^(®i) -V^ ,- — 



ax 



^ jr yo^^ [JF(1) — i^(@?)] --^^ ~ 

r i^^l KJ K ^J' y^a^ + X)ia, + l){a, + X)^'^ 

fiir A = Ai . . 
Da ©1 = 1 fiir A = Ai, so wird •F(l) — F(&]) zu Null. 

Die Grosse -J^ = A^ cos (A^a;), wo h^ der Differentialparameter 

erster Ordnung der elliptischen Coordinate A^ ist, ist eine 

endliche Grosse (s. Kinematik § 57, Formeln (12)); folglich 

yerschwindet in der obigen Formel der vom Integralzeichen 

freie Theil. Daher hat man: 

oo 
dU Q -/ r QdX 

a^ ^^ y (a, + Z)l/(a, + X) (a, + X) {a^ + X) 
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oo 



2nyya,a,a, / , — , _^.^ — y-^^^. ^^ — (34) 



<x 



L 

o— = — ZTtzy a^a^a^ I 



33. Im Falle eines homogenen Ellipsoids tritt die Dich- 
tigkeit Q als Factor vor das Integralzeichen, uiid wenn man 

00 _ _ _ 

^ =/(«! + ^) * K + A) ^ (ag + A) ^ (ZA, 

setzt, so kann man das Potential U (29) in der Form 

Z7=|«.(^ + 2f|x^ + 2||y* + 2|^^) (35) 



darstellen, wenn m = f 7t() j/a^ag^s ^i® Masse des gegebenen 
Ellipsoids ist. Ebenso nehmen die Formeln (34) die Gestalt an: 

dU_^' dA 
X day ' 

dU o dA 

Im Falle eines ausseren Punktes ist die Niveauflache (JJ) eine 
transcendente Flache; denn die Grosse A und ihre Derivirten 
nach a^, a,2, a^ sind transcendente Functionen der Grosse X^, 
die eine Function der Coordinaten x, y, z ist. Im Falle eines 
inneren Punktes dagegen hangt X^ nicht von x, y, z ab, denn 

es ist A^ = 0. Daher sind auch A, ^ — , k — , ^ — von x, y, z 

unabhangig; folglich ist in diesem Falle die Niveauflache {U\ 

wie aus der Formel (35) ersichtlich, eine algebraische Flache 

2. Ordnung, die mit dem gegebenen Ellipsoid concentrisch ist. 

Man sieht nun leicht, dass die Integrale^ die die Grossen 

A _djA _djA dA 

' da^^ dOi ' da^ 

ausdriicken^ nur aus positiven Elementen bestehen; daher haben 
sie selbst positive Werthe; folglich ist die Niveauflache (?7), 
far jeden inneren Punkt ein dem gegebenen concentrisches 
und coaxiales Ellipsoid. 
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Bezeichnet 8 das vom Centrum auf die Tangentenebene 
des Ellipsoids (f7) im Punkte (x, y, z) gefallte Perpendikel, 
so erhalt man (nach Kinematik § 54) fiir die Kraft, mit wel- 
cher die Masse m des gegebenen Ellipsoids einen inneren 
Punkt anzieht; den Ausdruck: 

34. Es sei 

^* n* ?2 

^- + ^ + ^ = 0^ (a) 

ein dem gegebenen ahnliches Ellipsoid , das eine Masse von 
derselben Dichtigkeit q enthalt und einen inneren Punkt (x^ y, z) 
anzieht. 

Bezeichnet man mit U' das ihm entsprechende Potential, 
so erhalt man den Werth von TJ\ indem man in Formel (28) 
die Quadrate der Halbaxen a^, a^, % mit den ihnen propor- 
tionalen Grossen a^S\ (^^^f ^8®^ vertauscht. Dadurch geht 
die Grosse J..Uber in 

(X> ^ 11 

f(a,&^ + A) ^ (a^@^ + ^) ^ K®' + A) ^dk. 
Dieses Integral nimmt, wenn man A = A'0^ setzt, die Gestalt an: 

i j"(«x + AT* («. + AT* («3 + AT* dA' = ^A. 

u 

dA 1 dA 

Ebenso findet man, dass o- in >.„ ^ — iiberffeht und dass die 

Masse m gleich m&^ wird. Folglich ist 

Subtrahirt man dies von dem Ausdruck (28) oder (35), so er- 
giebt sich 

Diese DiflFerenz ist fur 0^<1 das Potential einer zwischen zwei 
ahnlichen und ahnlich gelegenen Ellipsoiden eingeschlossenen 
Schicht. Da dasselbe von den Coordinaten re, y, z eines in der 
Hohlung der Schicht, d. h. innerhalb des Ellipsoids (o) ge- 
legenen Punktes nicht abhangt, so ist sein DijBFerentialpara- 
meter erster Ordnung gleich Null; folglich ist die Attractions- 
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kraft gleich Null, was als ein zweiter Beweis des Newton'schen 
Satzes § 29 anzusehen isi 

35. Aus den Formeln (36) sieht man, dass fiir den Fall 
der Anziehung eines inneren Pimktes dnrch ein Ellipsoid die 
Projectionen der anziehenden Eraft auf die Coordinaten-Axen 
den entsprechenden Coordinaten des angezogenen Punktes pro- 
portional sind ; denn die Grossen ^ — , ^ — , ^ — sind von die- 
sen Coordinaten unabhangig. Wenn man daher die Projectio- 
nen der einen Punkt (x, y, z) anziehenden Kraft P auf die 
Coordinaten-Axen mit X, T, Z und die Projectionen der einen 
anderen Punkt (x', y\ z') anziehenden Kraft P' mit X\ Y\ Z' 
bezeichnet, so hat man: 

^_X[ J_ _^ ^ — ^ 

X X ' y y ^ z z 

Liegen die Punkte {Xy y, d) und {x\ y\ z) auf einer durch den 
Mittelpunkt des Ellipsoids gehenden Geraden, so hat man, wenn 
r und r die Entfemungen der Punkte von dem Mittel- 
punkte sind: 

x: x' = y \y' = z : z' = r :r''^ 

mithin ist dann 

X:X'= Y: T = Z : Z' =^ r :r' , 

woraus folgt: 

P:P'=r:r', 
X X' Y Y' Z Z' 



p p' ' p ~ r ^ p ~ p'' 

Man sieht hieraus, dass zwd Punkte, die cmf einer durch 
das Centrum des Ellipsoids gehenden Oeraden liegen, mit Krdften 
angezogen werden, die den Entfemungen der Punkte vom Mittel- 
punkte proportional und einander parallel sind. 

Da die durch die gegebenen Punkte hindurchgehenden 
Niveauflachen ahnliche EUipsoide sind, wie aus Gleichung (35) 
hervorgeht, so sind die Richtungen der Krafte P und P' die 
Normalen dieser EUipsoide in den Punkten (x, y, z) und 
{x\ y\ z). In dem speciellen Falle, dass diese Punkte auf 
einer der Axen des Ellipsoids liegen, haben die Krafte P und 
P' beide die Richtung dieser Axe. 

36. Wenn der Punkt {x, y, z) ausserhalb des gegebenen 
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Ellipsoids liegt; so kann man dasselbe auf Grund des Maclau- 
rin'schen Satzes durch ein ihm confocales Ellipsoid ersetzen^ 
auf dessen Oberflache der Punkt {x, y, jef).liegt, namlich durch 
das Ellipsoid 

''' + ir4-r + ,rirr - -i- (3?) 



<h + K «2 + ^1 «3 + ^ 

und auf dieses die Formeln (36) anwenden. Setzt man dann 

a^ -(- A^ = a'j , ag H" ^1 " ^'2; ^s "f" ^1 ^^^ ^'3 ^^^ X = l^ -\- A', 
so erhalt man 

A =f{a\ + r)--^ (a; + Xy^ (a; + A')"* dX' 



und o — = Q— r . Sind ferner x\ y\ z' die Coordinaten eines 

in Bezug auf das Ellipsoid (37) inneren Punktes und ist U' 
das Potential der Attraction dieses Punktes durch die in dem 
Ellipsoid (37) enthaltene Masse m' von der Dichtigkeit q, so 
hat man nach den Formeln (36) 

— T" " — o fyi X o » 



wo m' ^= ^7eQya\a\d^] folglich ist 

^ : g— ;- = mx : m a? = xya^a,^a^ : x ychy^d^^^ 
Wahlt man nun den Punkt {x\ y\ z') so, dass 



X 



' = xy^, y = y-^<, z = zy^ , (38) 

1 A V 



SO findet man, dass 

dx * dx 



r =1/^% : y«2«3 . (39) 



Durch Substitution der AusdrUcke (38) in die Gleichung des 
gegebenen Ellipsoids 

£* n> t^ 

i- + 5- + I- = l 
erhalt man: 



a;' . V* , ^J* 



^ + i^+-=i. 



Oj • aj • ttg 



Es zeigt dies, dass, wenn der Punkt M' auf dem gegebenen 
EUipsoide liegt^ der Punkt M dem confocalen Ellipsoide (37) 
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angehort; und umgekehrt, wenn man M auf dem Ellipsoide 
(37) gewahlt hat, so liegt M' auf dem gegebenen. Zwei solche 
Punkte, auf zwei confocalen EUipsoiden, deren Coordinaten 
die Bedingungen (38) erfiillen, d. h. den entsprechenden Halb- 
axen der Ellipsoide proportional sind, nennt man entsprechende 
Punkte (corresponding points). In Gleichung (39) liegt der fol- 
gende Satz: Die Projection der Kraft, mit welcher ein gegebenes 
Ellipsoid einen dusseren Ptinkt M anziehtj auf eine der Axen 
dieses Ellipsoids verhcUt sich m der Projection der Kraft, mit 
welcher das durch den PunJct M gehende, dem gegebenen gleich- 
artige und confocale Ellipsoid den dem Punkte M entsprechenden 
Punkt M' des gegebenen Ellipsoids anzieht, auf dieselbe Axe, wie 
sich die Produ^te der m der Prqjectionsaxe senhrechten Halhaxen 
der heiden Ellipsoide zu einander verhalten, also audi ivie die 
Schmttfldchen der Ellipsoide mit einer mr Prqjectionsaxe senh- 
rechten Ebene, 

Dies ist der Satz von Ivory. Er hat ihn direct bewie- 
sen, indem er von der Eigenschaft der entsprechenden Punkte 
ausging, dass die Entfernung zweier auf zwei confocalen EUip- 
soiden gewahlter Punkte gleich der Entfernung der ihnen ent- 
sprechenden Punkte ist.*) Poisson zeigte, dass der Ivory' sche 
Satz nicht nur ftir die Attraction nach dem Newton'schen 
Gesetze, sondern auch fiir die Attraction nach irgend einem 
anderen Gesetze gelte.**) 

37. . Die Integrale, welche das Potential und die Pro- 
jectionen der anziehenden Kraft auf die Coordinatenaxen aus- 
drticken, reduciren sich auf cyklometrische und logarithmische 
Punctionen, wenn zwei Axen des Ellipsoids einander gleich 
sind, d. h. im Falle eines Rotationsellipsoids, Wir woUen nun 
den Fall eines abgeplatteten homogenen (sogenannten plane- 
taren) Rotationsellipsoids naher betrachten. Setzt man a^ = a^ 
und a^ > ag, so wird 

A =f(a^ + A) ' (a^ + X) ^ dX. 



*) On the attractions of homogeneous ellipsoids. Phil. Transact. 
(London, 1809), p. 355. 

**) Bulletin de la soci^t^ philomathique, novembre 1812. 
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m 

dA oA 

In den Pormeln (35) und (36) hat man k — und ^ — durch 

^o — zu ersetzen;*) folglich wird: 

U=^m[A+'^y + f)+2'^^/\, (40) 

dJJ__^ dA 

OX ^ e/GFi 

dU „ dA ,,-. 

^ = 1^2/ a;^ , (41) 

Dabei hat man im Falle eines ausseren Punktes fiir A^ die 
positive Wurzel der Gleichung 

die fiir A vom 2. Grade ist, zu wahlen. Der unter dem In- 
tegralzeichen von A stehende Ausdruck wird rational, wenn man 

-i 

(«8 + ^) = «* 

setzt und so fiir A die neue Variable u einfiihrt. Setzt man 
ausserdem 



yOg ^=hj a^ -— ag = k^€^ und (a^ + A^) = w^ , 



so folgt 








Ml 



d^,~ J (1 + Fc^t*^^ ~ k^'e'ljce ^^^^^ ^^^^'^ "" rf^^ti J ' 





Mi 





Hierin ist Jc die kleine Halbaxe des Meridians und e das Ver- 
haltniss der Excentricitat zu dieser Halbaxe. Die Gleichung 
(42) geht in die folgende uber: 



dA 
*) Denn im vorliegendem Falle ist ^ — das, worauf sich der Ausdruck 

BA , dA da« , . . . ^ 

« h o — -j-^ reducirt, wenn man a, = a^ setzt. 

dtti oa^ da^ ^ * 
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Lost man dieselbe nach t*^ auf und wahlt die positive Wurzel, 
so erhalt man u] und somit %. Da w^ und U (40) Functio- 
nen von a^ + y^ sind, -so ist die Niveauflache (U) eine Ro- 
tationsflache um die ^-Axe. Bezeichnet r den Radius des 
Parallelkreises, auf dem der Punkt (x, y, 0) liegt, so hat man 
x^ -{- y^ = r^] man kann daher die Formeln (43) und (40) 
auch schreiben: 






Die Attractionskraft P liegt in der Meridianebene des Punktes 
(Xj y, z) und lasst sich durch ihre Projectionen bestimmen, 
namlich durch die Projection auf die ;2?-Axe 

-^ = ^ = - f^ [«i - A arctan (AewO] 

und durch die Projection auf ein vom Punkte {x, y, a) auf 
diese Axe geSUtes Perpendikel 

diese letztere Projection ist zugleich auch die Projection der 
Kraft P auf die im Mittelpunkte des Ellipsoids senkrecht zur 
z-Kxe errichtete Ebene, die man die Ebene des Aequators 
nennt. In diesen Formeln ist uberall 

m = ^hqIc^ (1 + e^), 

F(ir einen auf der Oberflache oder innerhalb des Ellip- 
soids gelegenen Punkt {x, «/, ss) hat man A^ = zu setzen. 

Dann ist m^ = a~i = — und folglich: 

Z=-4.nQ^{\ + ^)zh-^ arctan (c)] , 

■B = — 2jr() ^ (1 + O^ I y arctan {e) — ^qp-^J • 

Nehmen wir nun an^ der angezogene Punkt liege auf der 
Oberflache des Ellipsoids und die Grosse e des Verhaltnisses 
der Excentricitat des Meridians zu der halben Rotationsaxe Tc 
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Bei so klein, dass man hobere Potenzen als ^ vemachlassigen 
darf. Dann erhalt man durch Entwickelung des Ausdrucks 
(44) nach Potenzen von 6* die approximativen Werthe: 

Die Richtung der Attractionskraft P = j/Z^ + ^ ^^^st sieh 
durch den Winkel bestimmen, welcben sie mit der grossen 
Halbaxe des durch den Punkt {x^ y^ 0) gehenden Meridians 
oder mit der Ebene des Aequators bildet. Bezeichnet man 
diesen Winkel mit % so hat man 

tan 9> = »- • 
Die Formeln (45) geben 

Hierin ist — die Tangente des Winkels, den der vom Mittel- 

punkte des Ellipsoids nach dem angezogenen Punkte M ge- 
zogene Badiusvector OM = u mit der Ebene des Aequators 

bildet. Nennt man diesen Winkel l, so ist tan Z = — , mithin 

' r ' 

nach Formel (46) 

tan^) = tanZ • (1 + |e«). (47) 

Man sieht hieraus, dass die Richtung der Kraft P im Allge- 
meinen nicht mit dem Radius MO zusammen fallt. Dies tritt 
nur dann ein^ weim der Punkt M in der Ebene des Aequa- 
tors oder auf der Rotationsaxe des Ellipsoids liegt. Auch fallt 
die Richtung von P nicht mit der Normale des anziehenden 
Ellipsoids im Punkte M zusammen, ausgenommenr in den bei- 
den eben genannten Fallen* Bezeichnet fi den Winkel zwi- 
schen dieser Normale und der Ebene des Aequators, so findet 
man leicht, dass 

tan/3 = tanZ.(l + e«) (48) 

ist. Eliminirt man tanZ aus (47) und (48), so folgt: 
tan 9> = tan/3 . Vi^' = tan/3 .(1 — fe'). 

Dies zeigt; dass g> <,P, d. h. dass die Kraft weniger gegen 
den Aequator geneigt ist, als dae Normale im Punkte M. 

Somoff, Mechanik. II. 14 
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Die Differenz /J — % welche gleich dem Winkel zwischen 
der Kraft P und der Normale ist, bestimmt sich annahemd 
durch die Formel 

/S — y = |e^8iii(2/5). 

Die Pormeln (45) geben fur den Werth der Attractionskraft 

P = yZ^ + IP den approximativen Ausdruck 

hieraus ergiebt sich, wenn man beachtet, dass s^ -{- f^ = u^ und 
— = sin Z ist, der Werth 

nun giebt aber Formel (48) 

sin^ I = sin* ^ (1 — e* sin* /S cos* /S) ; 

man kann daher mit Yernachlassigung hoherer Potenzen von 
6* setzen 

P = iTCQU (1 - ie* + |6* sin*^). (49) 

Wendet man nun diese Formel auf das Erdellipsoid an, wel- 
ches man annahemd als ein an den Polen abgeplattetes 
Kotationsellipsoid ansehen kann^ so hat man approximativ 
e = 0,082 zu setzen. In diesem Falle ist der Winkel p mi- 
nahernd die geographische Breite des Punktes M. Bei einer 

Breite, deren Cosinus gleich — n ist, hat man cos*^ = |^, so 
dass die Formel (49) ergiebt: 

P= ^JtQU. 

Dies ist aber die Kraft, mit welcher eine homogene Kugel 
Yon der Dichtigkeit q^ deren Centrum in und deren Radius 
gleich u ist, den Punkt M anziehen wiirde (s. § 26). 
Die Gleichung des Meridians 



r' . z' 



fc«(l + e«) '^ k* ^ 

giebt 

w* cos* I , «** sin* I ^ 

H — M ^1; 



ik'(l+<!») ' k 

hieraus folgt annahemd 

« = A; (1 + ^e* cos* T) , 
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was mit Hilfe der Formel (48) auf den Ausdruck 

fuhrt. Substituirt man denselben ftir u in die Formel (49)^ 

so folgt: 

P = i^Qk (1 + ^^ + ^^ sin* p). (50) 

MultipUcirt man P mit dem in § 20 der Einfacbheit halber 
weggelassenen Coefficienten (i, der das Yerbaltniss der An- 
ziebungskraft zweier materiellen Punkte in der Entfemung 1 
zu den Massen dieser Punkte darstellt; so erbalt man die 
Grosse Pfi, welche die Bescbleunigung ist^ mit der ein in der 
Nahe der Erdoberfiacbe befindlicber Eorper fallen wurde, wenn 
die Erde Ton dem fallenden Korper nicbt angezogen wurde 
nnd keine Rotationsbewegung um ibre Axe hatte. Diese Be- 
scblemiigung unterscbeidet sich von der in Wirklicbkeit be- 
obacbteten Bescbleunigung des freien Falles^ welcbe letztere 
als relative Bescbleunigung anzuseben ist (s. Einem. Cap/XVII). 
Wir werden an einer anderen Stelle zeigen^ wie sicb der 
Unterscbied zwiscben diesen beiden Bescbleunigungen be- 
stimmen lasst. 

38. Das Problem der Anziebung eines Punktes durcb 
ein homogenes Ellipsoid bot fQr die Geometer ein besonderes 
Interesse dar wegen der Scbwierigkeit der Losung ffir den 
Fally dass der angezogene Punkt ausserbalb des Ellipsoids 
liegt. Newton fand den in § 29 bewiesenen Satz liber die 
Wirkung einer von zwei abnlicben und abnlicb gelegenen 
Ellipsoiden eingescblossenen Schicbt auf einen in der H5blung 
liegenden Punkt; mit Hilfe dieses Satzes fiibrte er dann das 
Problem der Anziebung eines inneren Punktes auf das eines 
Punktes auf der Oberflacbe zuriick. Newton zeigte iiberdieS; 
dass die Erafte^ mit welcben zwei abnlicbe und abnlicb ge- 
legene Ellipsoide zwei abnlicb auf ibren Oberflacben gelegene 
Punkte anziebeu; den Entfernungen dieser Punkte vom Mittel- 
punkte der Ellipsoide proportional sind (s. § 35). Er be- 
stimmte ausserdem die Grosse der Kraft; mit welcber ein 
Rotationsellipsoid die auf der Rotationsaxe gelegenen Punkte 
anziebt. Maclaurin fand die Anziebung; welcbe ein Rota- 
tionsellipsoid auf einen beliebigen auf seiner Oberflacbe be- 
findlicben Punkt ausiibt und gab ohne Beweis den Satz^ der 
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die Wirkung zweier confocalen EUipsoide auf einen und den- 
selben Punkt betriflFt (S. 196), wobei er sich jedoch auf den 
speciellen Fall beschrankte, dass der Punkt auf einer der 
Axen des Ellipsoids liegt. Mit Hilfe dieses Satzes leitete er 
die Wirkung ab, welche ein Botationsellipsoid auf einen ausseren 
Punkt ausubt, der auf der Botationsaxe oder in einer zu dieser 
Axe senkrechten Ebene liegt.*) Hierauf bestimmten d'Alem- 
bert**) und Lagrange***) die Kraft, mit der ein Ellipsoid 
mit drei ungleichen Axen einen beliebigen auf seiner Ober- 
fiache gelegenen Punkt anzieht. D'Alembert zweifelte anfangs 
daran^ dass der Maclaurin'sche Satz fiir ein Ellipsoid mit 
drei ungleichen Axen giltig sei; doch bewies er ihn spater in 
einem Briefe an Lagrange auf synthetischem Wege.f) Hierauf 
gab Lagrange einen analytischen Beweis dieses Satzes. ff) 
Legendre zeigte, dass der Maclaurin'sche Satz fiir jede 
Lage eines ausseren angezogenen Punktes gelte und gab eine 
YoUstandige Losung des Problems yon der Attraction eines 
Punktes durch ein Botationsellipsoid.ttt) Die erste voUstan- 
dige Losung des Problems der Attraction eines inneren sowohl, 
als eines ausseren Punktes durch ein Ellipsoid mit drei un- 
gleichen Axen wurde von Laplace gegeben.*t) Hierauf fiihrte 
Ivory*tt) die Losung des Problems von der Anziehung eines 
beliebigen ausseren Punktes durch ein homogenes Ellipsoid 
auf das Problem der Anziehung eines inneren Punktes zunick, 
und zwar mit Hilfe des in § 36 bewiesenen Satzes. Spater 



*) „De causa physica fluxns et refluxus maris^*, Prix de FAcad^mie 
des sciences de Paris, T. IV. Treatise on fluxions, L. I. 

**) Opuscules math. V. 6: „ Suite des recherches sur la figure -de 
la terre". 

***) „Sur Tattraction des sphdroides elliptiques/* Nouv. M^m. de 
FAcad. de Berlin, 1773. S. auch Oeuvres de Lagrange, T. III. 
t) Oeuvres de Lagrange, T. Ill, p. 649. 
tt) lb. p. 661. 

f ft) M^moires de TAcad. des sciences de Paris. Savants strangers, 
T. X. 1786. 

*t) Mdmoires de TAcad^mie des sciences de Paris, 1782. — M^ca- 
nique e^este, livre III, chap. 1. 

*tt) Philosophical Transactions (London, 1809), p. 346. 
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folgte: a) eine einfache allgemeine Losung von Gauss;*) 
b) eine Losung von Poisson,**) der die Anziehung eines 
ausseren Punktes unabhangig von der eines inneren oder auf 
der Oberflache befindlichen Punktes betracbtet; c) eine ein- 
fache Losung Yon Chasles; dieselbe beruht auf dem Satze 
Yon Maclaurin^ den Ghaslesin seiner allgemeinsten Form 
auf elementarem Wege beweist, und auf einem Satze Yon 
Laplace fiber die Anziehuug eines auf der Oberflache einer 
unendlich diinnen Schicht befindlichen Punktes durch diese 
Schicht; ***) d) eine analytische Methode von Lejeune- 
Dirichlet^ die auf einer scharfsinnigen Reduction eines drei- 
fachen Integrals auf ein einf aches beruht; es geschieht dies 
durch Verwandlung der Integrationsgrenzen in — oo und + oo 
durch Multiplication der zu integrirenden Function mit einem 
Factor^ der innerhalb der Grenzen des Integrals gleich 1^ ausser- 
halb derselben aber gleich Null ist.t) In einem Briefe an 
Liouville theilte Jacobiff) mit, dass er eine der Maclau- 
rin'schen ahnliche Losung des Problems von der Anziehung 
eines ausseren Punktes durch ein homogenes Ellipsoid ge- 
funden habe, und zwar vermittelst dreierlei Yertauschungen 
der Variablen, und dass diese Umformungen eine bemerkens- 
werthe geometrische Bedeutung haben. Cayley erlauterte 
diese Bedeutung und gab die Ableitung der, einer der Axen 
des Ellipsoids parallelen Componente der Attractionskrafk.ttt) 
Martens *t) leitete einen allgemeinen Ausdruck far das Poten- 

*) Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticormn me- 
thodo Dova traciaia. Comment, soc. reg. sc. Goettingensis recentiores. 
T. II (1813). 

**) Mdmoire sur rattraction d'nn ellipso'ide homog^ne (lu le 7 oc- 
tobre 1833). M^m. de TAcad. T. XUI. 

**♦) Comptes rendus de TAcad. des sciences de Paris ^ T. VI (1836). 
— Journal de Liouville, T. V (1840). 

f) Akad. der Wissenschafben zu Berlin, 1839. Eine Darlegung 
dieser Methode in russischer Sprache findet man in des VerilBiSsers 
„Theorie der elliptischen Functionen", St. -Petersburg, 1850. 
tt) Joum. de Liouville, T. XI (1846). 

ttt) Cambridge and Dublin Math. Joum., Vol. V. On the attraction 
of ellipsoids (J ac obi's method). 

*t) Mortens „Bestimmung des Potentials eines homogenen Elli- 
psoids'' in C relic's Joum., Bd. 70 (1869), S. 1. 
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tial eines aussereO; sowie auch eines inneren Punktes unab- 
hangig von den Ausdrucken fiir die den Axen parallelen Com- 
ponenten der Attractionskraffc ab; er stiitzte sich dabei auf 
einen bemerkenswerthen Ausdruck fUr ein Doppelintegral, den 
Jacobi gegeben hatte^ und setzte voraus^ dass das Ellipsoid 
auf beliebige geradlinige Goordinaten mit dem Ursprung im 
Mittelpunkte bezogen sei. 

Die in den vorhergehenden §§ von nns dargelegte Me- 
thode^ nacb der man direct das Potential der Attraction des 
Ellipsoids erbalty ist eine Yereinfacbung und Abanderung des 
Gauss'scben Verfabrens. Dieselbe ist von uns am 11. Sept. 
1873 der St. Petersburger Akademie der Wissenscbaften vor- 
gelegt worden.*) Wir baben dort gezeigt, wie man durcb 
Transformation der Goordinaten aus der Formel (29) den 
Ausdruck des Potentials ftir den Fall erbalten kann^ dass die 
Gleicbung des Ellipsoids und der angezogene Punkt auf ein 
rechtwinkliges Axensystem bezogen sind, dessen Ursprung zwar 
im Mittelpunkte des Ellipsoids liegt^ dessen Axen aber nicbt 
mit den Hauptaxen des Ellipsoids zusammenfallen. Dieser 
Ausdruck wurde von Lejeune-Diricblet gefunden und stebt 
im § 4 seiner nacb seinem Tode erscbienenen Abbandlung: 
„Untersucbungen liber ein Problem der Hydrodynamik".**) 

Einige Eigenscbaften der Attraction eines Punktes durcb 
ein Ellipsoid lassen sicb aucb auf andere Oberflachen zweiter 
Ordnung ausdehnen.***) 

39. Die Anziebung eines Punktes durcb ein bomogenes 
Polyeder von beliebiger Form kann man folgendermassen finden. 
Man betracbtet das Polyeder als eine algebraiscbe Summe von 

♦) Bulletin de I'Acad. des sciences, de St.-P6tersbourg, T. XIX, 
p. 216-225. 

**) Crelle's Joum., Bd. 58 (1861), S. 181. 

***) Untersnchungen iiber diesen Gegenstand findet man in den fol- 
genden Werken: Bourget, Note snr Tattraction des parabolo'ides ellipti- 
ques (Journ. de Liouville, 2™® s^rie, T. II); Hirst, Sur le potential 
d'une concha infiniment mince, comprise entre deux paraboloi'des ellipti- 
qnes; Bourget, Note a Toccasion du mdmoire de M. Hirst (Joum. de 
Liouville, 2™® s^rie, T. II); Mehler, Ueber die Anziehung einer von 
zwei ahnlichen Flachen zweiten Grades begrenzten Schale (Crelle's 
Journ., Bd. 60 (1863), S. 321). 
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Pyramiden^ deren gemeinsame Spitze der angezogene Punkt 
xaxd deren Grundflachen die Seitenflachen des Polyeders sind. 
Dabei hat man in dieser Summe diejenigen Pyramiden^ deren 
Grundflachen f&r ein in der Spitze befindliches Auge durch 
das Polyeder verdeckt sind, als positive and die Pyramiden, 
deren Grundflachen unverdeckt sind, als negative Glieder in 
Rechnung zu bringen. Hierauf bestimmt man die Erafte, mit 
welchen die ersteren Pyramiden den in der Spitze befindlichen 
Punkt anziehen, sowie die Erafte, mit denen die anderen 
Pyramiden denselben Punkt abstossen. Die geometrische Summe 
aller dieser Erafte ist die Eraft, mit welcher das Polyeder 
den gegebenen Punkt anzieht Um die Kraft zu bestimmen, 
mit der eine Pyramide einen in der Spitze gelegenen Punkt 
anzieht oder abstosst, zerlegt man sie vermittelst durch die 
Hohe und die Seitenkanten gelegter Ebenen in dreiseitige 
Pyramiden und jede von diesen wiederum in zwei andere durch 
eine Ebene, die durch die Hohe hindurchgeht und auf der 
gegenUberliegenden Eante senkrecht steht. Dadurch reducirt 
sich die Bestimmung der Einwirkung der ganzen Pyramide 
auf den Punkt M auf die Bestimmung der Einwirkung von 
Tetraedern von der Form ABGM (Fig. 29), wo AM auf der 

Ebene des bei B rechtwinkligen Dreiecks ABC 
senkrecht steht. Die Anziehung oder Abstossung, 
welche dieses Tetraeder auf den Punkt M aus- 
tlbt, ist durch ihre Projectionen auf die Kanten 
MAy AB und BG bestimmt; diese Projectionen 
aber lassen sich durch Integrale ausdrticken, die 
auf cyklometrische und logarithmische Functio- 
nen fuhren. Eine derartige Losung des Problems 
der Anziehung eines Punktes durch ein Polyeder 
findet man in der Abhandlung von Th. d'Esto- 
quois: „Sur Tattraction des polyedres" Besan9on 1844. Femer 
sei erwahnt die Dissertation von Professor Th. Al. Sludsky: 
„Ueber die Ablenkung des Pendels^', Moskau 1863 (russ.); 
F. Q. Mehler: ,,Ueber die Anziehung eines homogenen Poly- 
eders" in Crelle's Joum., Bd. 66 (1866), S. 375; Mertens: 
„Bestimmung des Potentials eines homogenen Polyeders" in 
Crelle^s Joum., Bd. 69 (1868), S. 286. 
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Fig. 30. 



40, Wir woUen nun die Anziehung eines Punktes dorch 
einen geraden Cylinder bestimmen^ dessen Dichtigkeit langs 
einer Parallelen zu den Erzeugenden des Cylinders constant 
ist , sich aber mit der Lage dieser Geraden andert. liegt der 
angezogene Punkt nicht in der Ebene der Cylinderbasis^ so 
kann man die Kraft, mit welcher der Punkt von dem gegebenen 
Cylinder angezogen wird, ansehen als die geometrische Summe 
oder Differenz der Anziehungen durch zwei Cylinder, deren 
gemeinsame Basis die durch den Punkt M gehende, auf den 
Cylindererzeugenden senkrechte Ebene ist. Es wird daher 
gentlgen, den Fall zu betrachten, dass der angezogene Punkt 
in der Cylinderbasis liegt. 

Es sei ABGB (Fig. 30) ein gerader Cylinder, AB = h 
seine Hohe, S der Flacheninhalt der Basis, dS ein Element 

dieser Basis von zwei unendlicb 
kleinenDimensionen, TQ eine durch 
einen Punkt dieses Elements gehende 
Parallele zu den Erzeugenden, ft 
ein beliebiger Punkt auf dieser 
Geraden zwischen der Basis und 
einer in der Hohe h parallel zur 
Basis gelegten Ebene, endlich M 
^jsr der angezogene Punkt, der inner- 
halb oder ausserhalb der Flache 
S liegen kann. Setzt man MP=r^ 
P|[4 = :j; und bezeichnet mit ^ die in alien Punkten der Ge- 
raden PQ gleiche Dichtigkeit, so erhalt man fur das Massen- 
element im Punkte ft den Ausdruck dm == qdSdx\ folglich ist 

dm gdSdx 

Mfi^ r* -{- x^ 

die Eraft, mit welcher dieses Element den Punkt M an- 

zieht, und 

rqdSdx xgdSdx 

ihre Projectionen auf MP und auf die den Cylindererzeugenden 
parallele Gerade Mx. 

Bezeichnet man mit BdS und XdS die nach denselben 
Richtungen genommenen Projectionen der Resultante aller 
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Erafte^ mit denen die auf der Geraden PQ liegenden Punkte 
den Punkt M anziehen, so hat man: 

J (r* + xy r(r' + A»)* 

(51) 

xds = ifds r_^^ = ri — LI ^ds. 

J (r« + rc«)^ L ** (r« - A«)*J 

Bestinimt man die Lage des Punktes P durch seinen Radius- 
Tector MP = r und den Winkel 9, den derselbe mit einer 
beliebig in der Ebene S angenommenen Axe My einschliesst^ 
so ist dS = rdrdtp, Denkt man sich also die Kraft P, mit 
welcher der ganze Cylinder ABCD den Punkt M anziebt, 
auf die Axe My und auf die zu ihr senkrechte, gleichfalls in 
der Ebene 8 liegende Axe M0 projicirt, so sind diese Pro- 
jeetionen: 



Poos (Py) = Cb cos q>dS = h ri^?!L?^ 



Irdtp 



(52) 



Poos (Pd) = Cb sin q>d8 = h fl^^^^ 

J J (r> + hy 

Als Projection der Kraft P auf die Axe Mx ergiebt sich: 

P cos (Px) = CxdS = rQdrdq> - Cslil^ . (53) 

Die Integrationen nach r und 9 erstrecken sich fiber die 
Flache 8. Man wende die Formeln (52) und (53) z. B. an 
auf ein Parallelepipedon, auf einen Kreiscylinder und auf ein 
dreiseitiges Prisma^ unter der Yoraussetzung eines constan- 
ten p.*) 

'^) Die Aoziehnng eines Punktes dnrch cylindrische and conische 
Edrper findet man in folgenden Werken behandelt: 

Be 8 8 el in Zach^s monatlicher Corresppndenz, Bd. 27, S. 82. 

0. Bdthig „Da8 Potential eines homogenen rechtwinkligen Parallel- 
epipedums** in Crelle's Jonrn., Bd. 58 (1861), S. 249. 

Grube „De cylindri et coni attractione/* Goett. 1859. 

0. Bdthig „Da8 Potential eines homogenen rechtwinkligen Cylin- 
ders*' and Bemerkung hierzu yon A. Clebsch in Crelle^s Joum., Bd. 61 
(1863), S. 180. 
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41 • Ein besonderes Interesse in analjtischer Beziehung 
bietet die Anziehung eines iPunktes durch einen in der Bich- 
tung der Erzeugenden nacb beiden Seiten bin anbegrenzten 
Cylinder. 

Setzt man in den Formeln (51) fc = oo, so folgt: 

r ' r 

Die geometriscbe Summe dieser Gomponenten ist die Kraft, 
mit welcher der Punkt M durcb eine unendlicbe homogene 
Gerade aDgezogen wird, die im Punkte P auf der Ebene S 
senkrechi steht. Da diese Gomponenten gleich und auf ein- 
ander senkrecht sind, so ist ibre geometriscbe Summe gleicb 

- — y2 und scbliesst in der Ebene PMx mit der Axe Mx 

einen Winkel von 45^ ein. 

Addirt man zu der langs MP gericbteten Gomponente 
BdS geometriscb eine Gomponente, die der langs Mx ge- 
ricbteten Gompon^ite XdS entgegengesetzt gleicb ist, so er- 
balt man die Eraft, mit der der Punkt M durcb eine unendlicbe 
im Punkte P im entgegengesetzten Sinne von PQ erricbtete 
Senkrecbte angezogen wird. Daber ist die Anziebungskraft, 
die der Punkt M durcb eine in P auf S erricbtete und nacb 
beiden Seiten unbegrenzte Senkrecbte erleidet, aus zwei gleicben 
langs MP gericbteten Eraften BdS von demselben Sinne 

zusammengesetzt. Diese Eraft ist also gleicb 2 BdS = — — 

und bat die Bicbtung MP. 

Man kann diese Eraft als V9n der Anziebui^ des Punktes 
M durcb die Masse eines Elements dS berriibrend betracbten, 
welcbes die Dicbtigkeit 2q bat; dabei ware diese Eraft als 
umgekebrt proportional der ersten Potenz der Entfemung des 
Punktes M von dS wirkend zu denken. 

Hieraus folgt, dass die Amiehung eines Punktes M nach 
dem Newton' schen Gesetee dutch einen nach beiden Seiten un- 
hegremten Cylinder sich zuriickfUhren Idsst'auf eine der ersten 
Potenz des Ahstandes umgekehrt proportionate Anziehung des 
Punktes durch eine Masse, die ilber die Schnittftache des Cylin- 
ders mit der durch den Punkt M gehenden und auf den Erzeu- 
genden senkrechten Ebene vertheilt ist. 
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Die Kraft ^^, mit welcher ein Element 2ifdS der fiber 

die Flache S vertheilten Masse den Punkt M anzieht^ ist der 
Differentialparameter erster Ordnung der Function — 2p log (r). 
Folglich kann man diese Function als das Potential der An- 
ziehung des Punktes M durch ein Element 2QdS ansehen; 
das Integral 

U 2fQ log (r)dS, (54) 

das liber die ganze Flache 8 zu erstrecken ist^ ist dann das 
Potential der Resultante aller solchen Erafte, d. h. das Poten- 
tial der Kraft, mit der die ganze Flache S den Punkt M an- 
zieht. Ein Potential von der Form (54) nennt man ein 
logarithmisdies oder cylindrisches Potential. 

Es lasst sich leicht beweisen, dass, wenn die Flache S 
endliche Dimensionen und q in alien Punkten dieser Fl'ache 
endliche Werthe hat, das logarithmische Potential in jedem 
Punkte M der Ebene S einen einzigen endlichen Werth hat 
und bei jeder unendlich kleinen Verschiebung des Punktes M 
ein unendlich kleines Increment erhalt Da n'amlich 

r > log (r)> — y 
tixr jedes r > 1 und ffir jedes r < 1, so ist 

fifrdS >Cq log {r)dS > - /y ^^• 

Bestimmt man nun die Lage des Elements dS durch den 
Radiusvector r und den Winkel 9, den derselbe mit der in 
der Ebene S gezogenen Axe My bildet, so hat man: 

I QrdS =^ I Iff^drdtp und j—d8= j Qdrdtp. 

Bezeichnet B den Maximalwerth von r und h den Maximal- 
werth der Dichtigkeit q, so sieht man leicht, dass 

fgrdSKh^tp und C^ dS <'kBq> 

ist^ wenn fp derjenige Bogen eines Kreises vom Radius 1 und 
Yom Mittelpunkte M ist, der die Schnittpunkte aller moglichen 
Badienyectpre^ r mit diesem Ereise euthalt, Daher liegt der 
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Werth von /p log {r)dS zwischen den Grenzen h -r-g> und 

— JcBq>, Diese Grenzen haben aber endliche Werthe, wenn 
die Flache S endliche Dimensionen hat und wenn q in der 
ganzen Ausdehnung von 8 endlich ist. Sind beide Dimen- 
sionen yon 8 unendlich klein und liegt M ausserhalb der 
Flache 8, so ist (p unendlich klein; wenn M ein innerer Punkt 
ist, wird der Radius B xmendlich klein. Daher ist der Werth 
des Integrals /p log (r)dS und ebenso auch der Werth des 
Potentials U= — 2/p log (r)dS bei unendlich kleinen Dimen- 
sionen der Flache 8 jedenfalls unendlich klein. 

Nehmen wir nun an, der Punkt M erleide eine Verschie- 
bung MM' = h] es sei r' der von M' nach d8 gezogene 
Badiusvector und ^ U d^s diesei: Verschiebung entsprechende 
Increment des Potentials U, Man hat dann: 

^=2fQlog(^)^dS. (55) 

Man sieht leicht, dass diese Grosse bei unendlich kleinem h 
einen endlichen Werth hat, der sich, wenn h gegen Null 

convergirt, der Derivirten -j- beziiglich der Diflferentialver- 

schiebung ds des Punktes M nach der Bichtung h nahert, 
zugleich aber auch der Projection der Erafb, mit der der 
Punkt M von der ganzen Masse der Flache 8 ai^ezogen wird, 
auf diese Bichtung h. Bedeutet namlich q> den Winkel zwischen 
dem Badiusvector r und der Bichtung h, so hat man r'* = 
r^ -{- 2rh cos (p -{- h^ , folglich: 

1st r nicht gleich Null, so geht dieser Ausdruck 'fiir A = 0, 

wie leicht zu sehen, in cos tp iiber. Liegt der Punkt M 

ausserhalb der Flache 5, so kann r fUr kein Element d8 gleich 
Null werden. Also ist in diesem Falle 

^ 2r^coBipd8. 

Hierin ist cos (pd8 die Projection der Eraft, mit der die 

Masse eines Elements der Flache 8 den Punkt M anzieht. 
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anf h'y desbalb ist die rechte Seite die Projection der Be- 
sultante aller solchen Erafte auf h] bezeichnen wir diese 
Besultante mit Py so ist 

_=jpcos(jpd5). 

Diese Formel gilt aber auch fUr den Fall; dass der Punkt M 
in der Flache 8 liegt. In der That, fur alle Elemente dS in 
endlieber Entfernung von M geht der in (55) unter dem In- 

tegralzeicben stebende Ausdruck f iir A == in cos q>dS 

fiber; fiir ein dem Punkte M unendlicb nahes Element dS 

(r'\ /7 Sf 
—j -Y unendlicb klein. Sie hat 

daher keinen Einfluss auf den Werth des Integrals.*) 
Setzt man dS = rdrdg), so wird 

p cos (jpds) == — 2Jq cos (fdrdg). 

Der Absolutwerth dieses |Ausdruckes ist kleiner als 2TcRq> 
wenn h der Maximalwerth der Dichtigkeit p, B der Maximal- 
werth von r und fp nicht grosser als 2 a: ist. Man siebt hier- 
aus, dass die Eraft p bei endlichen Dimensionen der Flache S 
einen endlichen Werth hat, dass sie aber unendlich klein wird, 
wenn beide Dimensionen der Flache unendlich klein sind, und 
zwar sowohl im Falle eines ausseren, als eines inneren Punk- 
tes M. 

Hieran reihen sich noch die* folgenden Eigenschaften des 



*) Wahlt man fur r und r unendlich kleine GrSssen von derselben 
Ordnung wie h, so dass das Verhaltniss — weder unendlich klein noch 

unendlich gross ist, so hat log ( — ) einen endlichen Werth, der durch 

die Multiplication mit der unendlich kleinen Grdsse -j- ein unendlich 

kleines Product giebt. Ist dagegen — unendlich gross, so ist es von 

derselben Ordnung wie -j-; daher ist dann log (— ) ^t also auch 

log (~) ^ * ~rr unendlich klein; ebenso kann man schliessen^ wenn — 
unendlich klein ist. 



— 222 — 

Potentials U und der Eraffc p. Wenn die Masse m «= /2gd8 
fiir endliche Dimeusionen der Flache S einen endlichen Werth 
hat; so wird; wenn sich der angezogene Punkt M von einem 
beliebig in endlicher Entfemung von den Ponkten der Flache 
S gewahlten Punkte entfemt, das Potential U unendlich 
grosS; die Eraft p aber unendlich klein. Dabei hat man for 
MO = d = oo die Belationen 

=p = w, 1) cos {pS)d =p8 = w; 

d. h. — U wird unendlich gross von derselben Ordnung wie 
log S und p unendlich klein von derselben Ordnung wie -j ; 

die Bichtung der Kraft p fallt mit der Bichtung MO zUsammen. 
Urn dies zu beweisen^ nehmen wir, wie in § 27, an, dass 
u^ der grosste unter alien von und r^ der kleinste unter 
alien von M aus nach den Punkten der Flache S gezogenen 
Badienvectoren ist. Wahlt man nun 8 geniigend gross ^ so 
hat man 

folglich auch 

log (* — Wi) < log y < log (S + wj ; 

multiplicirt man dies mit 2QdS und integrirt^ so ergiebt sich 

w log (d — Wi) < — U<m log (S + Wi) ; 
folglich 

m log {S — «i) ♦— U m log {d -f- ^i) 
log d ^ log"* ^ log* • 

Fiir d = oo gehen die beiden Verhaltnisse 

logJ*_--fO , log (8 + u,) 
log 8 "'^^ log* 

in 1 liber; man hat daher fiir diesen Fall: 

— U 
log* 

Nun war in § 27 bewiesen worden, dass 

1 ^1 ^ ^ cos (*r) ^ J , Ml 
fi r ' ^1 ' 

woraus durch Multiplication mit 2QdS und Integration folgt 
m(l -^^<pS COS {pS)<m(l + ^^. 
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u. 



Far d = oo ist aber -- =0; folglich wird p8 cos (pd) = m. 

Zugleich ist aber auch cos (pd) «= 1; denn die Bicbtungen 
aller Erafte^ mit denen die Elemente der Masse m den Punkt 

M anziehen und die Bichtung ihrer geometrischen Summe p 
fallen alle in die Bichtung MO, 

42. Aus § 61 der Einleitung folgt^ dass das logarithm 
mische Potential Z7»= — 2/p log (r)dS eine tbermometrische 
Function fiir jeden ausserhalb der Masse m »= 2fQdS gelege- 
nen Punkt ist; dass es aber fur einen inneren Punkt diese 
Eigenschaft yerliert. Man bat allgemein 

J^IJ= — 4:JCQ€, (a) 

worin fQr einen ausseren Punkt € = und f&r einen inneren 
£ = 1 zu setzen ist; wabrend man fiir einen Punkt auf der 
Begrenzung der Flacbe S fiir s eine beliebige Zabl zwiscben 
den Grenzen und 1 wablen kann. Die Gleicbuug (a) kann 
zu einer Bestimmung des Potentials U a posteriori dienen. 
Zu diesem Zwecke woUen wir den folgenden, von Lejeune- 
Diricblet aufgestellten Satz beweisen. 

Gesetjst, die Function U' und ihr Differentialparameter erster 
Ordnung p hleiben fiir jeden Punkt M einer Ehene S endlich, 
eontinuirlich und eindeutig; fur einen Pwnkt M aber^ der unendlich 
tveit entfemt ist von einem helidng in endlicher Entfemung von 
den Bmkten der Fldche S gewdhlten Punkte (so dass MO = 8 
unendlich gross ist) soUen U' und p den Bedingungen 

13^^ = ^> P' cos (p8)S = m 

g&niigen. Ausserdem bestehe fiir jeden ausserhalb der Masse m 
hefmdlichen FunJct M die Gleichung z/g U' «= 0, fiir jeden inner- 
halb der Masse gelegenen Punkt die Gleichung z/g C7' = — Aqjc 
find fur jeden Punkt auf der Begrenmng der Fldche S die Be- 
dingwng, dass die Grosse jd^U' ndcht unendlich unrd. Unter 
diesen Voraussetzungen ist TJ' entweder das logarithmische Potential 
17 = — 2fQ log {r)dS sdbst oder unterscheidet sich von ihm nur 
durch eine Constants 

Beweis, Wir setzen ?7' — U = tp und sucben nun die 
Function ip zu bestimmen. Da fiir jeden ausseren und inneren 
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Punkt die Bedingung jd^ V = jd^U erfiillt ist, so hat man 
fiir alle diese Punkte jd^tp ^=0. Mithin ist die Function g> 
aasserhalb and innerhalb der Masse m eine thermometrisohe 
Function; fur die Punkte der Begrenzung dieser Masse braucht 
sie es nicht zu sein. 
Da nun 

i5inS = ^^ 1^^=^' ford = cx), 
so ist Y^~A "^ ^ ^^^ d = cx>. Dies zeigt; dass die Function 9 

fur ein unendlich grosses S weder einen unendlich grossen 
Werth Ton derselben Ordnung wie log S noch einen Ton der- 
selben Ordnung wie 8* (fur n > 0) annehmen kann. Daher 
kann 97 nur eine endliche Grosse sein. 

Bezeichnet q den Differentialparameter erster Ordnung der 

Function 9?, so ist 2 =!>' --1>5 folglich ist 

q cos {qS)8 =p' cos (j?'8)d — p cos (jp8)S. 

Fiir d = 00 hat man p' cos (p' S)8 = m und p cos (p8)8 == m, 
folglich auch q cos {qS)d = 0. Aus Formel (58) § 63 der Ein- 

leitung erhalt man, wenn man (> «= 9 und 2>' = p = g setzl^ 
die Gleichung 

fq^dS -^-JfpJ^^dS ='J^q cos {qn)d8, (b) 

worin die Integrationen nach dS sich fiber eine beliebige Flache 
S erstrecken, die Integration nach ds aber fiber die Begren- 
zung s dieser Flache; dabei bedeutet n die Bichtung der 
ausseren Normale dieser Begrenzung.*) Da nun ^^9^ = is* 



*) Wir halten es fiir nicht uberfldssig, die Gleichnngen (a) und (b) 
direct zu beweisen, wobei wir von der gew5hnlicli angenommenen De- 

finition des Differentialparameters zweiter Ordnung J^tp =^ ^-^ + ^-^ 

ansgehen^ worin re und y die geradlinigen rechtwinkligen Ooordinaten 
eines Punktes M in der Ebene sind. Es seien q> und q zwei Function^ 

dieses Punktes, p und p' ihre Differentialparameter erster Ordnung. Da 
nun dS => dxdy und 

dx + dy "" ^ \dx* "+■ ayV "^ dx dx + dy dy 
ist, so hat man: 



— 225 - 

f&r jeden Punkt M mit Ausnahme der Punkte der Begrenzung 
der Masse my so lileibeii; wenn in der Flache S Punkte dieser 
Begrenzung liegen, nur die auf diese Punkte beziigUchen 

die Formel (8) § 5 der Einleituog giebt aber 

J —d^^y+J -df-^^=J <i-£<^o»{nx)+ -^^^(fiy)]^, 

WO n~die aussere Normale der Begrenzung der F19«he jSi bedeutet und 
die Integration nach ds fiber die ganze Begrenzung auszudehnen ist. 
Kach einer Eigenschafb der Parameter erster Ordnung hat man femer 

?^ ll + »J af "**''*'*(**>=** '^ 

-^ COS {nx) + -^ cos (ny) = p cos {pn)\ folglich wird: 

/^ J^tpdS -\-Cpp' dS ^^'JqP cos {pn)d8. (A) 

Hierdurch ist die Formel (58) § 63 der Einleitung fClr den speciellen Fall, 
dass die Fl8.che S eine Ebene ist, bewiesen. Setzt man in Formel (A) 

^ = 1 nnd qf = U = — Aog {r)dm^ so folgt 

fj^UdS = Cp cos {pn)d8; 

nun ist aber p cos (jjn) «= — I cos {rn) ^^.^ daher wird 

J r 

/i x^ A Aos (rn)d« 
p cos {pn)d8 = — I dm I ^ ' 



Integrirt maa uber die Begrenzung 8, so erh3.lt man I ^ — - — = 0, 

wenn dm ausserhalb der Flache S liegt, und I -— — ^^ — ~ — =» 2«, wenn 

£2m in der Flache jSi liegt. Daher istTz/^ UdS =» 29rft , wo ft der inner- 

halb S gelegene Theil der Masse m ist. Dividirt man dies durch S und 
lUsst beide Dimensionen der F13.che S sich der Null nS.hem, so findet 

man ^,17= — 2« • lim -^ = — 4«9 , wenn der Punkt M innerhalb 

der Masse m liegt. Fur einen Punkt auf der Begrenzung hat man 
^j [7 =a — ^nqB ^ wo «< e < 1. Um auf Gleichung (6) zu gelangen, 

bat man nur in Gleichung {A) zu setzen: q =^ tpy p =^ p' =^ q^. 

Somoff, Mechanik. II. 15 



— 226 — 

Elemente in dem Integrate fq)/l^€pdS zurQck. Der von den 
entspreehenden Elementen dS eingenommene Raum hat aber 
eine unendlich kleine Dimension; er verschwindet also zugleieh 
mit dieser Dimension; folglich verschwindet auch der ent- 
sprechende Theil des Integrals fq)^^q)dS. Man hat daher in 
jedem Falle/9^29^^ = 0; dadurch geht Gleichung (6) fiber in 

Jq^dS =fq>q cos (qn)ds. (c) 

Dehnen wir hier die Integration (c) nach dS iiber die Flache 
eines Ereises vom Radius MO = d, dessen Centrum in ist, 
aus. Bezeichnet o den Winkel, welchen die Bichtung von OM 
mit einer beliebigen durch gebenden Axe einschliesst^ so 
hat man ds ^^ ddcj, wodurch die Gleichung (c) libergeht in 

Jq^dS = C(pq cos (qn)8 • rfci , (d) 

wo die Integration nach dco sich iiber einen Kreis vom Ra- 
dius 1 erstreckt Wie oben bewiesen wurde, bleibt die Function 
q) fiir 8 = 00 endlich, wahrend q cos (qn)8 in Null ubergeht. 
Dadurch wird die rechte Seite der Gleichung (rf) zu Null; 
man hat also fg^dS = 0, wo die Integration sich iiber die 
ganze Ebeue erstreckt; dazu ist aber erforderlich, dass in 
jedem Punkte dieser Ebene q = ist. Dies bedeutet, dass 
die Function 9 in jedem Punkte der Ebene einen constanten 

Werth hat und dass p' = p ist. Es ist also U' = U -{- tp, 
wo (p eine Constante bedeutet; die Anziehungskraft p ist der 
Differentialparameter erster Ordnung der Function U\ 

43. Wir wollen nun diesen Satz anwenden^ um die Eraft 
zu bestimmen^ mit welcher ein Punkt M von der Masse m 
desjenigen Flachenraumed angezogen wird, der von zwei con- 
centrischen Ereisen von den Radien B und R' eingeschlossen 
wird; dabei sei JB' < JB und die Dichtigkeit 2p nur von dem 
Abstande des betreffeuden Punktes vom Mittelpunkte der 
Ereise abhangig. 

Im vorliegenden Falle kann die Function U nur von dem 
Abstande r des Punktes M vom Mittelpunkte abhangig sein. 
Da fiir jeden ausserhalb der Masse tn liegenden Punkt d^U =^0 
ist, so ist die Function U ausserhalb des Flachenraumes m 
die dem thermometrischen Parameter r entsprechende thermo- 
metrische Function. Daher muss sie nach § 58 die Gestalt 
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U=Alogr + B 
haben^ wo A und B Constante bedeuten. Fiir r «= cx> muss 

die Bedingung j = w erfflllt sein; daher ist .4 «= — m, 

also: 

U »^ — m log r + B. 

Der Differentialparameter dieser Function ist jj = — und fallt 

in die Richtung des Radiusvectors r, hat aber den entgegen- 
gesetzten Sinn^ namlich von M nach 0, Man sieht hieraus, 
dass die Masse m einen in dem wnbegrenzten, sie vmgehenden 
Baume hefindlichen PunJct M ebenso anissieht, wie ein eimiger 
im Centrum liegender Punkt von der Masse m, namlich umge- 
kehrt proportional der ersten Poteng des Abstandes OM, 

Liegt der Punkt M innerhalb des Ereises B\ so stellt 
sich das Potential U wieder unter der Gestalt A log r + B 
dar; doch hat man in diesem Falle ^ = zu setzen. 

Der Differentialparameter erster Ordnung + — dieser Function 

ist namlich die anziehende Eraft^ und diese wird zu Null far 
einen in das Centrum fallenden Punkt Mj weil dann alle 
die sie zusammensetzenden Elementarkrafte offenbar paarweise 
gleich und entgegengesetzt sind; dazu ist aber erforderlich, 
dass -4 = sei. , Folglich ist im vorliegenden Falle U = B, 
d. h. das Potential U hat ftir alle Punkte der Kreisflache vom 
Radius R' einen constanten Werth. Daher ist die anziehende 
Kraft p fur jeden solchen Punkt gleich Null. Die Masse m 
ubt also auf die Punkte der Flache des inneren Kreises (If) gar 
Jceine WirJcung aus. 

Betrachten wir endlich den Fall^ dass der Punkt M in 
der ^ Masse m selbst gelegen ist. Dann ist zl^U = — 43r^; 
da nun TJ von der Variablen r allein abhangt^ so hat man 
nach Formel (20) § 50 der Einleitung: 



folglich ist: 






1 dU , d^U . 

lb* 
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Multiplicirt man dies mit r und integrirt zwischen den Gren- 
zen B! und r = OJJf, so folgt: 



d 
r 



r 
R' R' 

WO (^-jA der Werth der Function r -r- fiir r = R' ist Da 

R' 

der Werth von U fur alle Punkte der Flache des Kreises (if) 

dU 
dr 

dr 



constant ist, so muss fur alle diese Punkte -3— = sein. Den- 
' ctr 

a TT 
selben Werth hat aber -=— auch fiir ^ = 22'; folglich ist 



r 

Ir -T-\ = 0. Der Werth des Integrals An I grdr ist der zwi- 

A' R' 

schen dem Ereise (i2') und dem ihm concentrischen Ereise 
vom Radius r = MO eingeschlossene Theil der Masse m. 
Bezeichnet man diesen Theil der Masse mit m\ so folgt aus 
Gleichung {A): 

dU 

dr ' 

woraus man erhalt 3— = — . Nun ist aber 5— irleich 

dr r dr ^ 

der anziehenden Eraffc jj; folglich ist p == —, Der Pufikt M 

wird also nur von demjenigen Theile der Masse m ange^ogen, 
der ifinerhaJh eines mit dem Badius OM heschriebenen Kreises 
enthalten ist] dabei geschieht die Anmhung gerade so, als oh 
diese ganze Masse im Centrum coneentrirt ware. 

Die in diesem § bewiesenen Satze sind analog den Satzen 
des § 26, die sich auf die Anziehung eines Punktes durch 
Eugelschichten nach dem Newton'schen Gesetze beziehen. 

44. Das Potential Z7 = / — der Resultante aller Erafte, 

mit denen die Elemente einer Masse m einen Punkt M nach 
dem Newton'schen Gesetze anziehen, hatten wir schon in 
§ 62 der Einleitung untersucht; wir hatten dort gesehen, dass 
dasselbe fiir jeden ausserhalb der Masse m liegenden Punkt 
M eine thermometrische Function ist, dass es aber diese 
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Eigenschaft fiir einen inneren Punkt nicht besitzt Allgemein 
kann man schreiben 

/j^U = — AtcqBj (a) 

wo im Falle eines ausseren Punktes s = 0, im Falle eines 
innereD Punktes s = I und im Falle eines Punktes auf der 
Oberflache der Masse ^£^1 zu setzen ist. Die Gleicbung 
/d^TJ =0 wurde von Laplace, die Gleicbung /J^U = — Atcq 
aber Ton Poisson aufgestellt. Die Gleicbung (a) kann zur 
Bestimmung des Potentials a posteriori dienen^ wenn man 
Yon dem folgenden Satze von Lejeune-Dirichlet ausgeht 

Gesetzt, die Function V des Punlctes M im Baume und 
ihr Differentidlparameter erster Ordnung P' seien endlichf can- 
tinuirlich und eindeutig im ganzen Raume; wdhlt man nun einen 
Punkt in endlicher Entfemung von den Punkten der Masse m 
und genilgen die Func^onen U' und P' fiir einen in unendlicher 
Entfemung MO == 6 von gelegenen Punkt M den Bedingungen 

U'S=^m, P'cos(P'*)*2 = m; 

sind femer fur einen ausserhalh der Masse m hefindlichen Punkt 
M die Laplace^sche Gleichung J^U' = 0, fiir einen inneren 
die Poisson'sche /d^JJ' = — 4n:p erfUllt und udrd fiir eiiien 
Punkt auf der Oberflache der Masse z/g U' nicht unendlich, so ist 

U' das Potential U= I —. 

Beweis, Setzen wir TT — JJ =' ^) und suchen wir die 
Function 9 zu bestimmen. Da nach der Yoraussetzung fiir 
^ =r 00 die Relation ?7'd= m gilt und da nach § 27 auch 
JJS = m ist, so muss fiir d = cx> jedenfalls ^d = sein. 

Bedeutet Q den Differentialparameter erster Ordnung der 

Function tp, so hat man Q = P — P, folglich ist: 

Q cos {QS)S^ = P' cos (P'*)(J^ - P cos {PS)S\ 

Nun ist fur d = 00 nach Voraussetzung P' cos {P8)8^ = m 
und nach § 27 wird Pcos (Pd)(J«=:m; folglich ist Q cos {QS)8^==0. 

Weil zig ^ ^°^ ^2 ^' ^ jeden inneren und ausseren 
Punkt M gleiche Werthe baben, so muss ^d^q) = sein in 
dem ganzen Raume mit Ausnahme der Punkte der Oberflache 

« 

der Masse m, wo ^d^g) zwar von Null verschieden, aber nicht 
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unendlich gross sein kann. Setzt man in Formel (68) § 65 
der Einleitung 9 = ^, P= Q, F' = Q, so wird dieselbe 

fQ^d V +f(p J^fpdV =f(p Q cos (Qn) dS, (b) 

wo sich die Integration nach dV iiber ein beliebiges Volumen 
V und die Integration nach dS uber die Oberflache 8 dieses 
Yolumens erstreckt. Da fiir die ausserhalb oder innerhalb 
der Masse m befindlichen Punkte ^2^ = ^^t, so verbleiben 
in dem Integrale J(pzl^(pdV nur die Elemente, welche sich 

auf die Punkte der Oberflache von m beziehen. Da nun der 
diese Elemente dV enthaltende Raum eine unendlich kleine 
Dimension hat und z/g^ in diesem Baume nicht unendlich 
gross werden kann, so verschwindet der iibrig bleibende Theil 
des Integrals gleichfalls. 

Wir erstrecken nun die Integration iiber eine Eugel vom 
Radius 8, deren Centrum ein in endlicher Entfemung von m 
liegender Punkt ist. Dann ist cos {Qn) = cos {QS)j dS= S^d6, 
wo d6 das Element einer concentrischen Kugel-Oberflache vom 
Radius 1 ist. Daher wird 

jQHV=J(pQ cos {QS) S^d6 



oder 



jQ'dV^^fapda, 



wo g)S = a und Qcos(Qd) d* = /J gesetzt ist. 

Wie oben bewiesen, wird a = und fi = fur d == 00; 
mithin ist das iiber das Volumen einer Kugel von unendlich 

grossem Radius ausgedehnte Integral jQ^dV gleich Null. Es 

ist also fiir jeden Punkt eines nach drei Dimensionen unend- 
lich grossen Raumes ^ = 0. Dazu ist aber erforderlich, dass 
die Diflferenz q> = U' — U m dem ganzen Raume einen con- 
stanten Werth habe. Da man aber fiir d = cx) immer 9 = 
hat, so muss fiir jeden Punkt des Raumes 9 = sein; folg- 
lich ist Z7' = ?7 fiir jeden Punkt des Raumes, w. z. b. w.*) 



*) Wir woUen die Gleichungen (a) und (6) noch' beweisen, indem 
wir von der gewOhnlichen Definition des Differentialparameters zweiter 

Ordnung ^a 9> = g^ + -^ + ^ ausgehen, wobei x, y, z geradlinige, 
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45, Wir woUen nun den obigen Satz benutzen, um das 
Problem des § 28 von der Anziehung eines Punktes M durch 
eine Kugelschicht zu losen^ wobei die Dichtigkeit q der Schicht 
uur eine Function des Abstandes des betreffenden Punktes von 
dem Centrum der die Schicht begrenzenden concentrischen 
Kugelflacben ist. 



rechtwinklige Coordinaten sind. Es seien tp und q zwei Functionen 
dieser Variablen und P und P' deren Differentialparameter erster Ord- 
nung. Da nun 

dx •* dy dz 

"^'^^'^'^didlc'^di dy'^dJ dz 
und (2 F =s dxdydz ]si, so folgt 

/a(.||) n{,'-f) /a(.||) * 

/ — ^ dxdydz + / — ^ dxdydz -f / — ^ dxdydz 

= I Qj^q>dV-{r I PP'dV, 

Nach Formel (14) § 6. der Einleitung reducirt sich die links Seite die- 
ser. Gleichung auf 

I q\-^ co% {nx) + -^ cos {ny) -f ^ co^{nz) d/S= I qPcoB{Pn)dSy 

-wo n die anssere Normale des Elementes dS der Oberfl&che des Volu- 
mens V bedeutet. Folglich wird: 

JqJ^tpdV +JT¥'d V ^fg P cos {Pn)'dS . (A) 

Dies ist die Gleichung (68) § 66 der Einleitung. Setzt man in dersel- 
ben 9= 1, 9> «= U, so ergiebt sich 

fj^UdV==^fP cos {Pti)dS; 

—J- COS (rn); daher wird 



Hierin ist I —.~ == 0, wenn das Element dm ausserhalb des Vo- 

J "" 

/^*cos (t^\ 
lumens V liegt, und es ist I 1 — -dS =■ 4«, wenn dm in dem Vo- 
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Es seien R' und JB die Badien dieser Eugeln^ und zwar 
sei jR' < jR. Das Potential U kann offenbar nur eine Function 
des Abstandes OM = r des angezogenen Punktes M von dem 
Centrum sein; daher ist r (vergl. § 59 der Einleitung) ein 
thermometrischer Parameter und das Potential U dessen ther- 
mometrische Function. Dasselbe hat daher die Form 

WO A und B constant sind. Liegt der Punkt M in dem die 
Masse m umgebenden unbegrenzten Raume, so wird das Po- 
tential V fur r = oo zu Null, und zwar so, dass Ur = m 
wird. Man hat daher B = und ^ = m zu setzen, so dass 

J7 = — wird. Dies zeigt, dass das Potential der Anziehung 

durch die Schicht gleich ist dem Potential der Anziehung 
durch die im Centrum der Schicht concentrirt gedachte Masse 
m. Liegt dagegen der Punkt M in der Hohlung der Schicht, 
so muss das Potential U fiir r = einen endlichen Werth 
haben; es muss also A == sein. Folglich ist jetzt TJ ^= By 
d. h. das Potential hat fiir alle Punkte der Hohlung constan- 
ten Werth, so dass die anziehende Kraft P in jedem Punkte 
der Hohlung gleich Null ist. Nehmen wir endlich an , der 
t^unkt M liege in der Masse m. Dann hat man nach For- 
mel (a) S. 229 und nach Formel (32) der Einleitung: 

Multiplicirt man dies mit r^dr und integrirt von B' bis r, 
so folgt: 



lumen F liegt. Daher hat man /z/j UdV ==^ — iw/Lt, wenn f» der in V 

enthaltene Theil der Masse m ist. Dividirt man diese Gleichnng durch 
V und lasst die drei Dimensionen von V gegen Null convergiren, so folgt 
z/j Z7 = 0, wenn der Punkt M^ auf den sich das Volumen V zusammen- 
zieht, ausserhalb m liegt. Im Falle eines inner en Punktes findet man 
J^TJ =» — 4«9 und im Falle eines Punktes auf der Oberflache von m 
hat man J^U ^^ — iiWQS, wo s zwischen und 1 liegt. Hiermit ist 
Gleichung (a) bewiesen. Setzt man ^ = qp , P => P' ^=^Q, so erhalt 
man aus Formel {A) auch die Formel (6). 
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""&-{" '-^^- -J^""^' 



^o (f^ 1^ der Werih der Panction r« ^ far r = B' ist, 



dr 



d. h. auf der die Schicht von Innen begrenzenden Eugel. Nun 

dU 
dr 



ist aber fiir jeden Punkt im Innem dieser Kugel -p- =0,und 



kann keine discontinuirliche Function sein. Daher ist fiir 



r == JB' gleichfalls -^ = 0. Man sieht leicht, dass das Inte- 



dr 

— W crloiplifgllia 

dr 

r 

gral jAiTtqi^dr derjenige Tbeil der Masse m ist, der zwischen 

den Kugeln von den Radien JR' und r ^= OM enthalten ist. 
Bezeichnet man dieselbe mit m\ so hat man 

.dU 
dr ' 

d TT m* 

woraus folgt: — -^ = -j-. Dies zeigt, dass bei der Anziehung 

nur die Masse m' wirkt, und zwar so, als ob sie im Mittel- 
punkte der Schicht concentrirt ware. 

In der Abhandlung vonLejeune-Dirichlet: „Surunmoyen 
general de verifier Texpression du potentiel relatif a une masse 
quelconque, homogene ou heterogene," findet man einen Be- 
weis a posteriori dafiir, dass der in § 31 abgeleitete Aus- 
druck (31) wirklich das Potential der Anziehung eines Punktes 
durch ein Ellipsoid ist, dessen Dichtigkeit entweder eine 
Function von ®* oder constant ist 

Anziehung nach dem NeTfton'schen Oesetze durch Massen, 

die auf Flftchen vertheilt sind. 

46. In der mathematischen Physik hat man nach dem 
Newton'schen Gesetze wirkende Anziehungen und Abstossun- 
gen zu untersuchen, die von Massen herruhren, welche iiber 
ebene oder krumme Oberflachen vertheilt sind. Eine solche 
Massen vertheilung kann man sich folgendermassen vorstellen. 

Man denke sich eine unendlich dilnne Schicht {S,S'\ die 
von einer gegebenen Flache S und einer anderen/ liberall un- 
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endlich wenig von ihr abstehenden Flache S' eingeschlossen 
ist, d. h. es soil der zwischen S iind S' liegende Abschnitt s 
einer jeden Normale der Flache S eine unendlich kleine Grosse 
sein. 1st S eine geschlossene Flache, so ist auch S' ge- 
schlossen; ist S von einer Curve s begrerizt, so nimmt man, 
um die Schicht vollstandig zu begrenzen, aasser S und S' 
noch eine geradlinige Flache an, deren Erzeugende die in den 
Punkten von s errichteten Normalen der Flache S sind. Das 
Volumen einer solchen Schicht {S, S') lasst sich in DiflFerential- 
elemente edS zerlegen, welche die Gestalt eines Cylinders 
haben, dessen Basis -^n Element dS der gegebenen Flache 
von zwei unendlich kleinen Dimensionen und dessen Hohe der 
Abschnitt b der in einem beliebigen Punkte von dS errich- 
teten Normale ist. Gesetzt nun, die Schicht enthalte eine 
gewisse Masse m, und es sei q die Dichtigkeit eines Elementes 
dm dieser Masse von dem Volumen edS] dann ist dm == QsdS. 
Man kann aber die Masse m auch als fiber die Flache S ver- 
theilt ansehen, und zwar derart, dass das dem Flachenelemente 
dS zukommende Massenelement dm die Dichtigkeit h =^ qs 
hat. Ist die Dichtigkeit q, die man die Volumendichtigkeit 
nennen kann, auf der ganzen Ausdehnung der Schicht (S, S') 
eine endliche Grosse, so ist die Flachendichtigkeit derselben 
Masse, namlich die Grosse A = pa, wegen des unendlich klei- 
nen Factors s unendlich klein und wird fGr « = zu Null. 
Denkt man sich dagegen eine so dichte Masse m, dass die 
Dichtigkeit q fur unendlich kleine e einen so grossen Werth 
hat, dftss h = Q$ nicht unendlich klein wird, so nahert sich 
A, wenn € gegen die Null convergirt, einer gewissen Grenze, 
die nicht gleich Null ist. Dieser Grenzwerth ist die Dichtig- 
keit der ideellen Vertheilung der Masse m auf der Flache Sy 
d. h. die Flachendichtigkeit. 

Wenn eine beliebige Vertheilung der Masse m auf einer 
Flache S gegeben ist, so kann man dieselbe auf verschiedene 
Weise durch eine Vertheilung derselben Masse in dem Volu- 
men einer Schicht ersetzen, die von der Flache S und einer 
ihr sehr nahen Flache S' eingeschlossen ist. Ist namlich der 
Werth h=^ Q6 fQr jeden Punkt der Flache S gegeben, so 
stellt eine beliebig gewahlte Function 9, die in jedem Punkte 
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der Flache einen sehr grossen Werth hat^ die Dichtigkeit der 

Massenvertheilung in der Schicht (8, 8') von der Dicke b = — 

dar. Wahlt man fur q einen consianten Werth, so erhalt man 
eine homogene Schicht, deren Dicke der Dichtigkeit k der Ver- 
theilung auf der Flache proportional ist. Man kann auch fiir 
die Dicke der Schicht s eine beliebige Punktfunction wahlen 
und nach ihr den entsprechenden Werth der Volumendichtig- 

keit p = — bestimmen. Nimmt man z. B. s als constant fiir 

alle Punkte der Flache 8 an, so erhalt man eine Schicht, die 
von zwei gleichweit von einander abstehenden Flachen ein- 
geschlossen ist; die Volumendichtigkeit q der Schicht ist dann 
der Flachendichtigkeit h proportional. 

47. Gesetzt, es sei U das Potential der gleichzeitigen 
Wirkung der Masse der Schicht (8, S') und einiger ausserer 
Massen auf einen beliebigen Punkt M und P sei sein Differen- 
tialparameter. Ist die Dichtigkeit h = qs der Vertheilung auf 
der Flache 8 nicht unendlich klein, so wird P beim Ueber- 
gange des Punktes M von einer Seite der Schicht {8, S') auf 
die andere zu einer discontinuirlichen Function dieses Punktes. 
Hiervon kann man sich folgendermassen (iberzeugen. 

Denken wir uns auf der Flache 8 ein nach zwei Dimen- 
sionen unendlich kleines Element ^8 und legen wir durch die 
Punkte seiner Begrenzungslinie die Normalen der Niveau- 
flachen {E7) in diesen Punkten. Diese Linien bilden eine ge- 
wisse Flache <y, die aus der Flache 8' einen Theil ^8' aus- 
schneidet. Wenn man nun auf den in der Flache 6 enthaltenen 
Theil der Schicht die in § 62 der Einleitung benutzte Formel 
von Gauss anwendet, so hat man 

fP cos (Pw) d8= — A^[i , (1) 

wo die Integration sich tiber die Oberflache des betrachteten 
Schichtentheilchens erstreckt, wahrend n die aussere Normale 
und fi die Masse dieses Schichtentheilchens bezeichnet. Da 
der Differentialparameter P fdr die Punkte der Flache 6 in 
die Tangentenebene dieser Flache fallt, so hat man fiir alle 
Elemente derselben cos (Pn) = zu setzen. Daher bleiben 
auf der linken Seite der Gleichung (1) nur die auf ^8 und 
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ziiS' beziiglicheii Elemente zu berficksichtigen. Mit Yernach- 
lassiguDg unendlich kleiner Grossen hoherer Ordnung kann 
man also setzen 

P cos (Pw) dS + R cos (Pn") dS' 4;rft , (2) 

wo P' und n die Werthe von P und n far das Element dS' 
sind. Ebenso kann man mit Vernachlassigung unendlich klei- 
ner Grossen hoherer Ordnung sdS als Ausdruck des Volumens 
der Masse ft ansehen, d. h. man kann ft == QsdS setzen. 
Ferner kann man dS = dS' setzen und fiir n die dem n ent- 
gegengesetzte Bichtung wahlen. Hiermit geht die Gleichung (2) 
in die folgende iiber: 

P cos (Pw) — P cos (P'w) = — 4;r A . (3) 

Diese Gleichung zeigt, dass die geometrische DiflFerenz P — P' 
keine unendlich kleine Grosse ist, so lange die Flachendich- 
tigkeit h nicht unendlich klein ist; folglich erhalt der Diflferen- 
tialparameter P einen endlichen Zuwachs, wenn der Punkt M 
von der einen Seite der Schicht (5, S') auf die andere iiber- 
geht. Da sich nun fiir diejenigen Massen^ deren Elemente 
sich in endlicher Entfemung von einem auf 8 gewahlten 
Punkt M befinden, die Anziehungskraft beim Uebergange des 
Punktes M von einer Seite der Flache auf die andere unend- 
lich wenig andert; so kann man auf der linken Seite der 
Gleichung (3) annehmen^ dass P und P' diejenigen Anziehungs- 
krafte sind, die von der alleinigen Einwirkung der dem Punkte 
M benachbarten Massen auf diesen Punkt herriihren. Daher 
f&hrt die Formel (3) auf den Satz: 

Projicirt man die Kraft, mit welcher ein beliebiger Punkt M 
einer Flache 8 von einer iiber diese Flache veriheilten und von 
anderen, dusseren Massen angezogen mrd, auf die Normale von 
8 im PunJcte M, so hat diese Projection einen doppelten Werth, 
je nachdem man den Punkt M als dem auf der einen oder dem 
auf der anderen Seite der Flache 8 gelegenen Baume angehorig 
iei/rachtet. Die Differ enz dieser beiden Werthe ist gleich 4nhy 
wenn h die Dichtigkeit der Massenverthdlung auf der Flache 
bedeutet. *) 

*) Gauss beweist diesen Satz, indem er direct die Vertheilung der 
Masse auf der Flache betrachtet, s. dessen Abhandlung: j^Allgemeine 
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In dem speciellen Falle, dass fiir einen gewissen Punkt 
der Flache A = ist, hat man Pcos (Pn) = P' cos (P'w); in 
einem solchen Punkte ist also die Grosse P cos {Pn) nicht 
discontinuirlich. In denjenigen Punkten der Flache S, wo h 
nicht gleich Null ist, konnen cos (Pn) und cos (P'w) nicht 

gleichzeitig zu Null werden; daher konnen P und P' in diesen 
Punkten die Flache S nicht beriihren. Ist h langs der Schnitt- 
linie der Flache S mit einer gewissen Niveauflache {IT) nicht 
gleich Null, so hat die Niveauflache (U) infolge der Discon- 

tinuitat des Parameters P in jedem Punkte dieser Linie zwei 
yerschiedene Tangentenebenen; folglich hat sie langs dieser 
Linie eine Eante. 

Es kann vorkommen, dass die Flache S selbst eine Niveau- 
flache ist; dann sind P und P' zu ihr normal und haben zwei 
yerschiedene Werthe in den Punkten, wo h nicht gleich Null 
ist. In Punkten der Flache S, fiir wjlche die Tangentenebene 
unbestimmt n^ird, hat die Gleichung (3) keine Giltigkeit. 

48. Ein Beispiel fiir die Vertheilung einer Masse in einer 
uumessbar diinnen Schicht oder auf einer Flache bietet die 
Elektricitat auf einem voUkommen guten Leiter, der von einem 
yoUkommen nichtleitenden Medium umgeben ist; dabei kann 
die Elektricitat frei oder unter der Einwirkung ausserer elek- 
trischer Massen sein. Es sei K ein solcher Leiter, S die Ge- 
sammtheit aller geschlossenen, ihn begrenzenden Oberfiachen, 

U= I das Potential der Wirkung aller im Leiter K und 

ausserhalb desselben befindlichen elektrischen Massen auf irgend 
einen Punkt M, dessen Abstand von einem Massenelement dm 
gleich r ist. Dabei konnen die Elemente dm positiv oder 
negativ sein; wir woUen bestimmen, dass die Elemente der 
sogenannten positiven Elektricitat als positive Elemente gelten 

auch auf 

die im natiirlichen Zustande befindliche Elektricitat auszudehnen; 

Lehr8S,tze in Beziehung auf im yerkehrten Verhaltnisse des Quadrats 
der Entfemuug wirkeude Anziehungs- und Abstossungskriifte *' (1840). 
Einen anderen Beweis findet man in der Abhandlung vdn Scheibner: 
„Ueber das Flachen-Potential" in Cre lie's Journ., Bd. 54, S. 77. 



~ 238 - 

denn fur diese sind die Elemente — paarweise entgegengesetzt 

gleich. 1st der Punkt M mit der elektrischen Masse ft be- 
haftet und ist P der Differentialparameter der Function U fur 
diesen Punkt, so ist ftP die Kraffc, mit der die ganze elek- 
trische Masse m auf die Masse ft wirkt. Dieselbe ist normal 
zu der Niveauflache (J7) und von entgegengesetztem oder dem- 
selben Sinne, wie P, je nachdem ft zu der positiven oder 
negativen Elektricitat gehort. 

Befinden sich im Punkte M zwei verschiedenartige Massen 
ft und ft', so wirken auf dieselben zwei entgegengesetzte Krafle 
ftP und ft 'P. Liegt dabei der Punkt M innerhalb K in mess- 
barer Entfernung von der Flache Sj so sind ausser diesen 
Kraften keine weiteren auf die Masse ft und ^i' wirkenden 
Krafte vorhanden. Ist P nicht gleich Null, so bringen die 
Krafte Pft und Pft' die Massen ft und ft' in Bewegung. Die 
Folge dayon ist eine in^dem Leiter K stattfindende Zerlegung 
der natUrlichen Elektricitat und eine Bewegung der freien 
Elektricitat. 

Es kann der Fall vorkommen, dass, wie der Versuet 
zeigt, in dem Leiter K^ gar keine Bewegung der elektrischen 
Massen stattfindet; dann sagt man, die Elektricitat befinde sich 
im statischen Zustande. In diesem Falle muss in jedem inner- 
halb K gelegenen Punkte M in messbarer Entfernung voir der 
Flache 8 immer P = sein. Dagegen wird dann fiir einen 
auf dem Leiter in immessbar kleiner Entfernung von seiner 
Oberflache befindlichen Punkt M ausser der Kraft ftP auf die 
Masse ft noch eine Kraft wirken, welche die Masse ft hindert 
Yon dem Leiter K in das ihn umgebende nicht leitende Medium 
zu entweichen. Hieraus folgt, dass es innerhalb des Leiters K 
in unmessbar kleinen Abstanden von S noch eine gewisse 
Flache /S' giebt, die die Eigenschaft besitzt, dass fiir alle auf 
ihr selbst und innerhalb des von ihr begrenzten Raumes die 
Kraft P = ist. Nimmt man innerhalb der Flache S' irgeml 
eine andere geschlossene Flache S" an und erstreckt das In- 
tegral fP cos {Pn)d8" auf sie, wobei n die aussere Normale 
der Flache bedeatet, so hat man wegen P = die Relation 

jrPcos(Pw)d5" = 0; 



- 239 — 

andererseits aber ist dieses Integral gleich dem Prodacte aus 
— 4jr in die innerhalb der Flache S*' befindliche elektrische 
Masse (vergl. Formel (1)); folglich ist diese Masse gleich 
Null. Hieraus ergiebt sich^ dass die Summe der elektrischen 
Massen^ die sich innerhalb irgend eines Theiles des von der 
Flache S' begrenzten Yolumens befinden^ gleich Null ist und 
dass also im Inneren von S' die Elektricitat sich im natUr- 
lichen- Zustande befinden muss. Man schliesst hieraus^ dass^ 
wenn ein Leiter K freie oder unter der Einwirkung ausserer 
Massen zerlegte Elektricitat besitzt^ dieselbe sich in einer un- 
messbar dtinnen Schicht (S, S') befinden muss. 

Ist s die dem Elemente dS entsprechende Dicke der 
Schicht {Sy S') und q die Dichtigkeit der in dem Volumen 
sdS enthaltenen Masse ^ so ist gsdS die Grosse dieser Masse; 
folglich ist die ganze Masse der Schicht durch das Integral 
J'QsdS ausgedriickt; das iiber die ganze Oberfiache dS aus- 
zudehnen ist. Wegen der unendlichen Eleinheit der Dicke s 
kann man die beiden Flachen S und S' als zusammenfallend 
und die elektrische Masse als liber die Oberfiache S vertheilt 
ansehen^ und zwar derart^ dass in dem Elemente dS ihre 
Dichtigkeit h = qs ist. Diese Dichtigkeit ist in einem Theile 
der Flache S positiv, in einem anderen negativ, wenn die 
Schicht yerschiedenartige Elektricitaten enthalt. 

Auf das Massenelement hdS wirkt die Kraft PhdS, die 
mit derjenigen Eraft im Gleichgewichte sein muss, welche die 
Masse hdS verhindert, von dem Leiter K in das isolirende 
Mittel * zu entweichen. Dieser Widerstand hat die Richtung 
der Normale von rffi» (ahnlich dem Widerstande, welchen das 
eine Flussigkeit enthaltende Gefass dem Druck der Fliissig- 
keit auf die inneren Gefasswande entgegenstellt) ; da also die 
Kraft hPdS die Richtung der ausseren Normale von S hat, 

so hat auch der Differentialparameter P diese Richtung. Be- 
zeichnet man mit ds die Yerschiebung eines Punktes M der 

Flache S auf der Flache selbst, so ist -^ = P cos (Pds) = 

far jeden Punkt der Flache 8 und dies erfordert, dass U einen 
cpjQstanten Werth fiber die • ^anze Ausdehnung der Flache 8 
habe; die Flache 8 ist daher eine d9t Niveaufiachen (U). 
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Dies folgt auch daraus^ dass S mit S'y welches eine Niveau- 
flache ist^ zusammenfallt und dass U in den Punkten der 
Flache 8 eine conidnuirliche Function ist.*) Der constante 
Werth von U auf der Flache 8 ist derselbe, wie fiir die 
Flache 8' und innerhalb des Leiters K. ^ 

Da auf der Flache 8' in jedem Punkte P' = ist, so 
giebt Gleichung (3) 

+ P= — 4;rA5 

dabei hat man links das Zeichen — zu nehmen, wenn h po- 

sitiv und -f-, wenn h negativ ist; im ersten Falle ist P im 
Sinne der inneren, im zweiten Falle im Sinne der ausseren 
Normale gerichtet. Bedeutet dn die Yerschiebung auf der 
inneren Normale, so hat man fdr beide Falle: 

An dn ^ ^ 

Diese Formel druckt das Yertheilungsgesetz der Dichtigkeit 
der Elektricitat auf der Oberflache des Leiters K aus. Das 
Maass der elektrischen Kraft im Elemente dS ist: 

±hPdS = A7th^dS. 

Ihr Yerhaltniss zu dem Flachenelemente d8 ist Ajth^ und kann 
als Maass der elektrischen Spannung auf der Oberflache des 
Leiters in dem gegebenen Punkte dienen. Diese Spannung ist 
also dem Quadrate der Dichtigkeit der elektrischen Yertheilung 
auf der Flache 8 proportional. 

49. Als Beispiel fiir die statische Elektricitat auf eineni 
Leiter in dem Falle, dass keine ausseren, die Elektricitat des 
Leiters beeinflussenden elektrischen Massen Yorhanden sind, 
kann die Yertheilung yon gleichnamiger Elektricitat in einer 
Schicht gelten, die von zwei ahnlichen und ahnlich gelegenen 
Ellipsoiden 8 und 8' eingeschlossen ist, wenn dabei die Dichtig- 
keit h auf der Flache 8 der entsprechenden Dicke der Schicht 
proportional ist, d. h. wenn die Dichtigkeit q der Yertheilung 
in dem Yolumen constant ist. Nach dem Newton'schen Satze 
(§ 28) iibt eine solche Schicht auf die im Inneren und auf 



/7 TT 

*) Die ContinuitS.t von U folgt daraus, dass P = -3— eine endlicbe 
' # dn 

OrSsse ist. 
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der Oberflache ;S" befindlichen Punkte gar keine Wirkung aus; 
eine der Bedingungen fiir die statische Elektricitat ist also 
erfiillt. Um erkennen zu konnen, ob aueh die Ubrigen Be- 
dingungen erfUllt sindy woUen wir die Anziehung bestimmeUy 
welche die Schicht auf einen, in Bezug auf das Ellipsoid S 
ausseren Punkt ausiibt. Erinnern wir uns zu diesem Zwecke 
der Ausfiihrungen des § 30, in welchem gezeigt wurde, wie 
man das Potential der Anziehung eines Punktes durch ein 
massives ElUpsoid bestimmen kann, indem man diesen Kbrper 
in unendlich diinne Schichten zerlegt 
Es sei 

ii + ^ + ii = i 

die Gleichung des Ellipsoids (8). Setzen wir 

«« = Oi + A, /J» = a, + A, / = 03 + A, 

wobei A > sein soil, und betrachten wir die Schicht, welche 
yon den beiden ahnlichen unendlich nahen Ellipsoiden 

^ + |^ + f =®», $ + |^ + f = (® + rf®)» 

eingeschlossen ist. In § 30 haben wir gesehen, dass^ wenn 
de U das Potential der Wirkung ist, die eine solche Schicht 
auf einen ausseren Punkt M, d. h. auf einen ausserhalb des 
in dem Ellipsoid (& -f- d@) enthaltenen Raumes befindliclien 
Punkt ausiibt, dann immer 

ist-, also ist — g— von der Vanablen A unabhangig. Es ist dies 

die Ausdehnung des Maclaurin'schen Satzes auf eine un- 
endlich ddnne Schicht. Gesetzt, die Schicht (SS') liege zwischen 
den Flachen 

IL + 5/ + il :« 1 und i^ + -51 + il= (1 + d&Y: 

denken wir uns nun eine andere Schicht {S^Si) von derselben 
Dichtigkeit q, welche von den mit jenen confocalen Flachen 



Somoff, Mechanik. II. ' 16 



- 242 — 

begrenzt ist. Der angezogene Punkt M befindet sich anf der 
zweiten von diesen Flachen. Bezeichnen wir das Potential der 
Einwirkimg der ersten Schicht auf diesen Punkt M mit U 
und das Potential der Einwirkimg der zweiten Schicht mit 
U^j so ist nach dem eben bewiesenen Satze: 

_U U^ 

Diese Gleichung besteht immer, wie klein auch dS sei, folg- 
lich auch fur dS = 0, d. h. wenn die Flache S' mit S und 
8^ mit S^ zusammenfallen. Wahlt man fUr die Dichtigkeit (^ 
einen unendlich grossen Werth^ so dass das Product gd® 
endlich wird, so haben U und Z7i endliche Werthe. 

Nehmen wir nun an, der Punkt M liege inner halb der 
Flache 

il 4- ^ 4- -^ = ®2 
In diesem Falle hat man nach Formel (24) § 30: 



*(^)- 



aify 

Integrirt man dies nach k von A bis oo^ so folgt: 

cx> 

wendet man diese Formel auf die Schicht {8^S^) an, so er- 
giebt sich 

Uj /• dX 

worin das Potential U^ sich auf einen innerhalb oder auf der 
Oberflache von S^ befindlichen Punkt M(Xy y, z) beziehi. 
Diese Formel gilt auch noch fur dS = 0; dann nimmt QdS 
einen endlichen Werth q an und folglich wird: 

cx> 

Da Ui Yon der Yariablen A^ allein abhangt, so hat diese 
Function fur alle Punkte der Flache (S^) denselben Werth, 
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Diese Flache ist also eine Niyeauflache fiir die auf ihr ver- 
theilte Masse. Die Formeln (5) und (6) ergeben den Aus- 
druck 

U^ 2«gl^:^ f .^1^ === (7) 

fQr das Potential der Anziehung, welche die Masse der Flache 
{S) auf einen ausserhalb des von ihr eingeschlossenen Raumes 
befindlichen Punkt M ausUbt. Dieses Potential ist gleichfalls 
eine ^Function der Variablen k^ allein; daher ist (Sj), d. h. 
das durch den Punkt M gehende Ellipsoid (Xj), eine Niveau- 
flache fur die fiber die Flache (S) vertheilte Masse.*) Die 
Eraft P, mit welcher diese Masse den Punkt M anzieht, ist 
deshalb normal zu der Flache (S^), und da U bei abnehmendem 
Aiy d. h. bei Yerschiebung des Punktes M nach dem Inneren 
der Flache (S^) wachst^ so ist P nach dem Inneren dieser 
Flache gerichtet. Nach der Regel Uber die Bestimmung des 
Differentialparameters erster Ordnung (s. Einematik § 52) er- 
giebt sich 

dli dn ' 

wo dn die Normalverschiebung des Punktes M nach dem 
Inneren der Flache (8^) bedeutet. Bezeichnet man mit S^ das 
Yom Mittelpunkte der EUipsoide auf die Tangentenebene von 

(jSi) im Punkte M gefallte Perpendikel^ so ist ^ = — 2*^ 

(s. Einem. § 56); folglich wird: 

P = A^qS, . ^^^^^ . (8) 

Gelangt der Punkt M auf die Flache (S), so hat man Aj = 
zu setzen; in diesem Falle wird also 

P=A7tqS, (9) 

wenn d das vom Mittelpunkte des Ellipsoids (8) auf die Tan- 
gentenebene dieser Flache im Punkte M gefallte Perpendikel ist. 

*) Das Potential U ist die dem thermometrischen Parameter X^ ent* 
sprechende thermometrische Function; folglich ist (Xj) eine isothermische 
Fl&che. S. § 69 der Einleitong. 

16* 
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Man sieht leicht^ dass S . d® die Dicke s der Schicht 
(8S') im Punkte M ist; daher ist qS = lim Qd0 . S gleich 
dem Grenzwerth von qs, d. h. es ist dies die Dichtigkeit h 
der Vertheilung der Masse auf der Oberflache des Ellipsoids 
S. Polglich hat man nach Pormel (9) P = 4jr A, was mit 
Formel (4) iibereinstimmt. 

Aus diesen Betrachtungen ersieht man^ dass freie gleich- 
namige Elektricitat, die auf einem Ellipsoid {S) so vertheilt 
ist, dass die Dichtigkeit der Vertheilung h = qd ist, sich im 
statischen Zustande befindet, wenn keine aussere Elektiicitat 
auf sie wirkt. Die Dichtigkeit h = qS ist proportional dem 
Perpendikel, das vom Mittelpunkte des Ellipsoids auf dessen 
Tangentenebene in dem dem h entsprechenden Punkte gefallt 
ist. Die elektrische Spannung in diesem Punkte ist h^ = ff^tf*, 
also dem Quadrate des Perpendikels 8 proportional. Im 
Scheitel des Ellipsoids ist S gleich der entsprechenden Halb- 
axe; daher findet das Maximum der Spannung in den End- 
punkten der grossen Axe und das Minimum in den End- 
punkten der klein^n Axe statt. Im Falle eines verlangerten 
Rotationsellipsoids ist das Maximum der Spannung an den 
Polen, das Minimum langs dem Aequator. Das abgeplattete 
Ellipsoid zeigt die entgegengesetzte Erscheinung. 

Die Grosse q hangt von der elektrischen Ladung, d. h. 
von der Masse m freier Elektricitat auf dem Leiter ab. Das 

Volumen einer Schicht (S8') ist AjtYa^a^a^ . d&y also ist 

m = Anya^a^a^ . qdS = 4i7cya^a^a^ . q] hieraus folgt: 

2 = T-77=> *== 



Bei geniigend grossen m und a^ kann die Spannung h^ im 

Endpunkte der grossen Axe y^^ so gross werden, dass die 
Kraft PhdS = Anh^dS den Widerstand des isolirenden Me- 
diums auf dem Element dS uberwindet. Infolge dessen 
stromt die Elektricitat von dS in das isolirende Medium uber. 
Durch diese Storung des Gleichgewichts zwischen der Kraft 
Ph^dS und dem Widerstande des isolirenden Mediums erklSrt 
sich die Erscheinung der Elektricitat auf Spitzen. 

Die Pormel (8) bestimmt die Wirkung der Masse der 



— 245 — 

Flache (8) auf einen beziiglich des von (8) begrenzten Baumes 
ansseren Punkt M, In dieser Pormel ist der Factor Aycqd^ die 
Kraft P, mit welcher der Punkt M von einer Masse angezogen 
wird, die auf der Oberflache des mit S confocalen Ellipsoids 
Si derart vertheilt ist, dass die Dichtigkeit den Ausdruck 

hi == qSj^ =h— hat. Kennt man also die Vertheilung auf 

einem Ellipsoide, so kann man die Vertheilung auf jedem ihm 
confocalen EUipsoide finden. Die Kraft P, mit der die Masse 
der Flache (8) auf einen ausseren Punkt M wirkt, hat die 
Richtung der Normale des Ellipsoids (8i) in diesem Punkte. 
Nach einer bekannten Eigenschafi; der confocalen EUipsoide 
ist diese Normale die Axe eines Kegels zweiter Ordnung, 
dessen ^ Erzeugende die vom Punkte M nach der Flache (8) 
gezogenen Tangenten sind; sie ist aber auch die Axe eines 
Kegels, dessen Spitze in M und dessen Basis die Focalellipse 

Oi — (h «1 — «3 

ist.*) 

Sind alle drei Axen des Ellipsoids 8 gleich, so geht diese 
Flache in eine Kugel iiber. Dann ist S der Radius der Kugel 
und 8i der Abstand des angezogenen Punktes vom Centrum; 
daher giebt die Formel (8): 



P = 



d? Si 



Hierin ist AytS^ die Kugeloberflache und AnhS^ die auf ihr 
vertheilte Masse. Die Dichtigkeit h ist constant; daher kann 
man jene Masse als eine homogene, zwischen den beiden con- 
centrischen Kugeln 8 und ^' eingeschlossene Masse betrachten. 
Nach § 28 wirkt dieselbe auf einen ausseren Punkt so, als 
ware sie im Mittelpunkte der Kugel 8 concentrirt 

*) Die Eigenschaft, dass die Kraft P die Richtung der Axe des ersten 
der beiden Kegel bat, ist von Poisson gefnnden worden, s. dessen „Md- 
nioire sur Tattraction d'un ellipsoide bomogene", lu le 7 Oct. 1833, 
Mdm. de TAcad., T. XIII. Stein er bewies spg,ter diese Eigenscbafb syn- 
tbetisch. S. Crelle's Joum., Bd. 12 (1834), S. 141. Ein Beweis fur 
diese Eigenscbaft findet sicb auch in der Abhandlung von Chasles, 
,,M^moire sur Tattraction d'une couche ellipsoidale infiniment mince". 
Jonrn. de Tficole Polyt , 25™« Cab. 
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50. Das Problem der Vertheilung der Elektricitat auf 
Leitem in der Weise^ dass sie sich im Gleichgewichtszustande 
befindet; gehort zu den interessantesten iind zugleich schwersten. 
Die Hanptgrundlage zu seiner Losung bilden die Green'schen 
Formebi^ die wir in § 66 der Einleitung abgeleitet batten. - 
Wir woUen nun die wicbtigsten Folgerungen zeigen^ die sicb 
aus ibnen ergeben. 

Die Formel (73) § 66 der Einleitung 

giebt den Werth einer continuirlicben einwertbigen Function 
q> in jedem Punkte des von der gescblossenen Flacbe S be- 
grenzten Raumes V, wenn bekannt sind: 1) der Wertb des 
Differentialparameters zweiter Ordnung z/g^ dieser Function 
fiir jeden Punkt des Raumes F, 2) der Wertb der Function 
(p selbst fiir jeden Punkt der Flacbe (S) und 3) der Wertb 
der Projection ibres Differentialparameters erster Ordnung P 
auf die Normale der Flacbe (S) in jedem Punkte der Flacbe 

(S), d. b. die Grosse -^ = Pcos (Pn), wo n die Normale von 

dS ist. Dabei bedeutet in Formel (10) n die Bicbtung der 
ausseren Normale und r den Radiusvector^ der das Flacben- 
element dS mit demjenigen Punkte verbindet^ zu welcbem der 
Wertb von (p gebort; diesen Punkt werden wir mit M be- 
zeicbnen. 

Ist (p in dem ganzen Raume V eine tbermometriscbe 
Function, so ist z/gg) = 0, folglicb wird dann: 

'P ='^/t ^ «>« (^»*)'''^ + hf'Ph ««« (rn)dS. (11) 

Die recbte Seite dieser Gleicbung wird zu Null ffir alle Punkte, 
die ausserbalb des Volumens V liegen, d. b. wenn r einen 
von einem ausseren Punkte M naeb dS gezogenen Radius- 
vector bedeutet. Denn da in diesem Falle — fiir die Punkte 

r 

des Volumens V nicbt unendlicb gross wird, so kann man 
die Formel (69) § 65 der Einleitung anwenden und in ibr 

p=— setzen. Dadurcb erbalt man: 
^ r 
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=fy P COS (Pn)dS + /V y, COS {rn)dS. (12) 

51. Lehrsatz von Green: Es seim U und U' zwei Func- 
tionen des Punktes M, die den folgenden Bedmgungen genugen: 
1) die Ftmdion U sei eindeutig, stetig, endlich und thermometrisch 
fur alU Punkte eines durch eine Ildehe 8 begrenzten Volumens 
V, und Z7' sei eine ebensolche Function fUr alU ausserhalh dieses 
Volumens befindlichen Punkte; 2) die Differentialparameter erster 
Ordnung P und P' dieser Functionen hleihen endlich und stetig 
in den ent^echenden Bdumen; 3) fur die Pv/nhte der Fldche S 
haben die Functionen U und U' gleiche Werthe, ihre Parameter 
P und P' dher Jconnen nock Grosse und Bichkmg verschieden 
sein; 4) entfemt sick der Punkt M von der Fldche 8 ins Un- 
endlichey so soil die Function U' einen unendlich Tdeinen Worth 

von derselben Ordnung une — ann^imeny ihr Parameter P' dher 

einen unendlich kleinen Worth von derselben Ordnung une -|. 

Urder diesen Bedingungen kann man auf der Fldche S eine 
Masse derart vertheilen, doss die Function U das Potential der 
Kraft wirdj mit welcher diese Masse einen beliebigen ausserhaTb 
des Volumens V gelegenen Punkt anziehty wahrend die Function 
JJ' das Potential der Kraft ist, mit welcher dieselbe Masse einen 
in dem Volumen V befindlichen Punkt anzieht; dabei ist die 
Didvtigkeit der Vertheiiung der Masse auf der Fldche (S) durch 
die folgende Formd ausgedriickt: 

h = ^P cos (Pw) — P' cos (P'w)] . (13) 

Zum Beweise dieses Satzes wenden wir zunachst die Formel (11) 
au£ die Function U an, indem wir den Punkt M innerhalb 8 
wahlen*, dadurch erhalten wir: 

Dann wenden wir die Formel (12) auf die Function TJ' an, 
indem wir fiir den Radiusvector r den Pol M in demjenigen 
Punkte wahlen, dem der vorstehende Werth von TJ entspricht; 
wir integriren dabei nach dS tiber die Flache 8 und liber die 
Oberflache einer Kugel, deren Centrum in M ist und von 
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welcher die Flache S vollstandig eingeschlossen wird. Be- 
zeichnet S den Radius dieser Eugel und n die Bichtung der 
ausseren Normale yon Sy d. h derjenigen^ die in Bezug auf 
den zwischen der Kugel und der Flache S gelegenen Baum 
nach aufisen gerichtet ist^ so hat man nach Formel (12): 

TyP' cos (P'n)dS + 

fu' ji cos (rn)dS + * /V cos {P'S)d6 +fu'da = ; 

hierin beziehen sich die beiden letzten Glieder auf die Ober- 
flache der Kugel vom Radius S, und do bedeutet das Element 
einer concentrischen Eugelflache von einem Radius gleich 1. 
Fiir (J = oo verschwinden diese beiden Glieder; denn P' wird 
nach der Voraussetzung unendlich klein von derselben Ord- 

nung wie -^ und Z7' unendlich klein von derselben Ordnung 

wie -J, Vertauscht man in den iibrigbleibenden Gliedem die 
Bichtung von n mit der entgegengesetzten Bichtung n, so ist: 

== fy P' cos (P'n)dS +fu' -^ cos (rn)d8. 

Subtrahirt man diese Gleichung^ nachdem man sie durch Atc 
dividirt hat^ von der Gleichung (14) und beachtet^ dass 
?7= ET far die Punkte der Flache S wird, so folgt: 

?7= j^r^[p cos (Pn) — P' cos (P'w)]rffif. 

Dies zeigt; dass far einen innerhalb der Flache S befindlichen 
Punkt M die Function U das Potential einer Masse ist, die 
iiber die Flache 8 in der Weise vertheilt ist, dass die Dich- 
tigkeit der Masse des Elements dS 

A = -^ [p cos (Pn) — P' cos (P'n)\ 

ist Wenden wir nun die Formel (11) auf die dem Punkte 
M entsprechende Function U' an, indem wir diesen Punkt so 
wahlen, dass er ausserhalb des von der Flache 8 eingeschlos- 
senen Baumes liegt; wir erstrecken dabei die Integration nach 
dS Tiber diese Flache 8 und iiber die Oberflache einer die 
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ganse Flache 8 umfassende Eugel vom Radius S und yom 
Centnun M. 

Bezeichnet dd das Element einer concentrischen Kugel- 
flache vom Radius 1 und beachtet man, dass diejenige Nor- 
male von S, die in Bezug auf den Raum, in dem sich M 
befindet, die aussere Nonnale ist; den entgegengesetzten Sinn 
wie n hat, so folgt: 

ET = - ^ Ji F cos i^nJclS - i^fw^ cos (rn)d8 

Fiir S === oo verschwinden die beiden letzten Glieder und da- 
her wird 

U'^- ^/f P- COS {rn)dS - ^^fu' i cos irn)dS. (15) 

Lasst man endlich den Pol fiir r in demselben Punkte M und 
wendet die Formel (12) auf die innerhalb S gegebene Function 
Z7 an^ so hat man: 

=fy P cos {Pn)dS +fUy, cos (rn)dS. 

Dividirt man* diese Gleichung durch in und addirt sie zu 
Gleichung (15), so folgt, wenn man beachtet, dass fiir die 
Punkte der Flache 8 wieder U^ = U ist: 

U' = :^f-^ \P cos (Pn) — P' cos (P'n)^ d8. 

Dies zeigt, dass die Function V das Potential der Erafb ist, 
mit welcher ein ausserhalb des von 8 umschlossenen Raumes 
befindlicher Punkt M von einer Masse angezogen wird, die 
auf der Flache 8 derart vertheilt ist, dass die Dichtigkeit der 
Masse eines Elements d8 durch die Formel (13) ausgedriickt ist. 
52. Gesetzt, es sei 8 eine geschlossene Niveauflache, die 
der Wirkung einer gewissen, theils ausserhalb, theils inner- 
halb 8 gelegenen Masse m angehort; femer sei 77, das Po- 
tential der Wirkung des inneren Theiles m^ und Ug das des 
ausseren Theiles auf einen beliebigen Punkt M. Die Summe 
Ui + ^2 ^^^ dann das Potential der Wirkung der ganzen 
Masse m auf denselben Punkt. Nach einer Eigenschaft der 
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Nireanflachen muss diese Snxnme fQr die ganze Ausdelmung 
der Flache S einen gewissen constanten Wertii A haben. 
Die Function A — U2 genfigt nun alien den Bediiigungen, 
denen die Function U im vorigen § unterworfen war, wahrend 
das Potential U^^ die Bedingungen erf&Ut, denen die Function 
U' unterworfen war; auf der Flache S ist A — ??8 = t^i? 
folglich kann man auf die Functionen U=^ A — V^ und 

U' = TJ^ den Satz des vorigen § anwenden. Bezeichnen P^ 

und P2 die Dififerentialparameter erster Ordnung der Functionen 

U^ und V^, so hat man P = — Pg und 2^ = ^, und die For- 
mel (13) giebt: 

h ;^ [Pi cos (P, n) + P, cos {P^n)^ . (16) 

Hierin sind P^ und P^ die Krafte, mit denen die Massen m^ 
und m^ einen Punkt von der Einheit der auf der Flache S 
befindlichen Masse anziehen oder abstossen. Bezeichnet man 

also mit P ihre Resultante^ d. h. die Kraft, mit der die ganze 
Masse auf denselben Punkt wirkt, so hat man 

Pi cos (P^n) + Pg cos (P^n) = P cos (Pn) ; 
da aber die Bichtung von P normal zu der Niveaufiache S 
ist, so wird cos (Pw) = + !> ^Iso ist: 

A=-;^PC08(P«) = +^P. (17) 

Die ganze iiber die Flache 8 yertheilte Masse ist durch das 
Integral 

fhdS = - :i A" ^^s (Pn)dS 

ausgedriickt, welches nach dem Gauss'schen Satze iibergeht in: 

JhdS = Wi ; 

d. h. die Qwmtitat der iiber die Flache 8 vertheilten Masse ist 
gleich dem innerhUb 8 enthdltenen Theile der Masse m. 

Hieraus ergiebt sich daher der folgende bemerkenswerthe 
Satz von Green: 

Wenn 8 eine geschlossene Niveaufiache ist, die der Wirkwng 
einer gegd>enen Masse m erhtspricht (wobei m aus positiven oder 
negativerh Elementen bestehen Jcann)y so hmn man den, in/nerhalb 
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S hefindlichen TheU Wj det gegd^enen Masse cmf der Fldche 8 

derart verfheilen, doss die DichtigJceit der VertJmlung A = + — P 

wird'^ dabei bedeutet P die Grosse der Krafts mit welcher die 
ganze Masse m einen PiinJct von der Einheit der auf S befind- 
lichen Masse a/nzieht, Diese uber S vertheilte Mousse tmrkt auf 
einen PunJcty der ausserhaJh des in S enthdltenen Baumes liegb 
genau ebenso, tvie die Masse m^ im urspriinglichen Zmtamle voir- 
Jcen wUrde; ihre Wvrhmg auf einen inneren Punkt ist dagegen 
entgegengesetgt gMck der WirTcu/ng der Masse m^ des amseren 
'Theiles der gegd>€nen Masse m. 

In dem speciellen Falle, dass mj =» ist, d. h. dass die 
ganze gegebene Masse innerhalb 8 liegt, Tcann die ganze Masse 
m iiber die Oberflache 8 vertheilt werden, und zwar mit der 

DidUigJceit A »- Ijp — P; diese OberflOd^enmasse tvirit dann auf 

einen ausseren Punkt so^ wie sie im urspHinglichen Zustande 
mrJcen tvUrde. Auf einen inneren Punkt aber ubt sie keinerlei 
Wirhmg aus, da fur diesen Fall JJ^^^O tvird, also A — U^ 
sich auf die constante Grosse A redudrt. 

Beispide. 1) Es seien m^ und m^ (Fig. 31) zwei mate- 
Pig. 31. rielle Punkte von verschiedenartiger 

Masse; der erstere ziehe einen Punkt 
M an^ der zweite stosse ihn ab. 
^ Bezeichnen r^ und r^ die Abstande 
m^^M und m^My so hat man den 
Ausdruck 

jj_. ^ ^ 

ftlr das Potential der Wirkung der Masse m == w^ — m^ auf 
den Punkt M* Unter den Niveauflachen (f7) verdient die 
Flache (0) besondere Beachtung; es ist dies die Flache 

?-? = 0. (a) 

Man sieht leicht^ dass sie eine Eugel ist Die Gleichung (a) 
giebt namlich die Proportion Wj : mg = r^ : rg, aus welcher folgt^ 
dass die Geraden MA und MA', die den Winkel m^Mm^ und 
sein Supplement halbiren, die Gerade m^m^ in zwei festen 
Punkten A und A' schneiden^ die den Bedingungen 
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Am^ : Am^ = w^ : Wj und A''fni : A'tn^ *= w^ : w^ 

gentigen. Da der Winkel AMA' ein rechter ist, so geht der 
in der Ebene AMA' gelegene Kreis, dessen Durchmesser die 
Entfemung AA' ist, durch den Punkt M. Durch Rotation 
dieses Kreises um AA' entsteht die Kugel, deren Gleichung (a) 
ist. Die Punkte A und A' sind die zugeordneten harmonischen 
Punkte zu m^ und m^, Ist die Masse m^ < Wg, so liegt der 
Punkt m^ innerhalb und m^ ausserhalb der Kugel; man kann 
dann die Masse m^ auf der Oberflache der Kugel (a) so ver- 
theilen, dass sie in diesem Zustande jeden ausserhalb der^ 
Kugel gelegenen Punkt ebenso anzieht, wie der Punkt mj. 
Dieselbe Masse zieht jeden innerhalb der Kugel gelegenen 
Punkt mit einer Kraft an, die derjenigen Kraft entgegengesetzt 
gleich ist, mit welcher dieser Punkt vom Punkte m^ abge- 
stossen wird. Die Dichtigkeit der Vertheilung der Masse iWj 

auf der Kugel (a) ist h = — P, wobei P die geometrische 
Summe der Gomponenten -y und -^ ist, von denen die erstere 

1 2 

die Richtung Mm^ hat, wahrend die zweite dem Mm^ 
entgegengesetzt gerichtet ist. Man sieht nun leicht, dass 

P= -^c ist, wo c den Abstand m^m^ bedeutet; dieser Aus- 

druck geht mit Hilfe der Gleichung {a) liber in P = — ^ ; 
daher wird 

^ 1 

d. h. die Dichtigkeit der Vertheilung der Masse m^ auf der 
Kugel (a) ist umgekehrt proportional dem Gubus des Radius- 
vectors r^, der vom Punkte m^ nach der Kugelflache fiihrt. 
Im Falle m^ < m^y liegt der Punkt m^ innerhalb der Kugel (a); 
man kann danh die Masse mg fiber die Oberflache dieser Kugel 
derart vertheilen, dass sie in diesem Zustande jeden ausser- 
halb der Kugel gelegenen Punkt gerade so abstosst, wie der 
Punkt m^, Dieselbe Masse stosst dann jeden innerhalb der 
Kugel gelegenen Punkt mit einer Kraft ab, die derjenigen 
Kraft entgegengesetzt gleich ist, mit welcher dieser Punkt 
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vom Punkte m^ angezogen wird. Die Dichtigkeit der Ver- 
tfaeiluDg ist 



A = - 



m3 

2 



^nm^ 



.3 7 



sie ist also negativ und dem Cubus des von m^ nach der 
Kugeloberflache fiihrenden Badiusvectors umgekelirt proportional. 
2) Gesetzty der Punkt M werde von zwei materiellen 
Pankten m^ und m^ angezogen. Das Potential der Wirkung 
beider Massen auf den Punkt M ist: 



m 



ma 



Fig. 32. 



Die Niveauflache (TT) ist eine geschlossene Rotationsflache, 
deren Axe die Gerade m^m^ und deren Meridian eine der in 

(Fig. 32) dargestellten Curven ist. 
Die ganze Masse m = m^-^- m^ 
lasst sich auf der Flache (JJ) der- 
art vertheilen, dass sie in diesem 
Zustande jeden ausseren Punkt so 
anzieht^ wie die Punkte m^ und m^ 
ursprdnglich diesen Punkt anzogen. 
Die Dichtigkeit der Vertheilung 




ist A = 7^ P. 



Es ist nicht schwer zu zeigen, dass 



J»=(^ + ^)e^ 



«>3 «*3 
1 2 



Fig. 33. 



ist, wenn c den Abstand m^m^ bezeichnet. 

3) Es sei m die Masse einer homogenen geraden Strecke 

A A' (Fig. 33) von der Lange 2 c 
und der Dichtigkeit (^; diese Masse 
ziehe einen Punkt M an. Wahlt 
'man den Mittelpunkt der Strecke 
^ als Ursprung eines rechtwinkligen 
GoordinatensystemSy dessen a:- Axe 
die Bichtung OA hat, und bezeich- 
net man die Goordinaten des Punktes M mit x und y^ so 
ist das Potential der Anziehung des Punktes M durch die 
Masse m: 
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+ C 



[(c - «)• + y»]^ + e — x- 



J y(c — a;)*+ y* \[(c + xy + j/«]* - c- x/ 



oder 



■TT 1 / AM -\- c — x\ 



Bezeiclinet A die grosse Halbaxe der Ellipse^ deren Brenn- 
punkte A und A' sind und die durch den Punkt M hindurch- 
geht^ so hat man nach einer bekannten Eigenschaft der Ra- 
dienvectoren der Ellipse: 

folglich ist 

AM+ c — x X + c 

A'M — c — x I — c 

and 



''-oH^-P)- 



Man sieht hieraus^ dass die Niveauflache (V) diejenige ist, fdr 
welche die Grosse A constant ist, d. h. sie ist ein Ellipsoid, 
das man durch Rotation der Ellipse, deren Brennpunkte A und 
A' und deren eine Halbaxe A ist, um die Grerade A A' ent- 
steht. Man kann somit die Anziehung, welche die Masse m 
der Strecke A A' auf einen beliebigen ausserhalb dieses Ellip- 
soids gelegenen Punkt ausiibt, durch die Anziehung ersetzen, 
welche dieselbe Masse, wenn sie uber die Oberflache des 

Ellipsoids mit der Dichtigkeit h= — P vertheilt ist, ausiibt. 

Diese Dichtigkeit kann man folgendermassen bestimmen. Be- 
zeichnet \ den Differentialparameter erster Ordnung der 
Function A, so ist: 

p_ dU. _ 2Qch^ 

Nach § 55 der Kinematik ist aber Ai = cos a, wo a die 
Halfte des Winkels AMA' bedeutet; bezeichnet man nun 
mit S das vom Centrum auf die Tangente der Ellipse A 

im Punkte M gefallte Perpendikel, so ist cos a==y; folg- 
lich wird: 
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p 2qc9 mi 

daher ist die Dichtigkeit der Yeriheilung der Masse m auf 
dem Ellipsoide (A): 



Der in diesem § behandelte Satz rdhrt von Green*) her. 
Er wurde spater auf anderem Wege von Gauss**) und von 
Chasles***) gefunden. Die angef&hrten Beispiele sind dem 
Werke von W. Thomson und P. G. Tait ^Treatise on Na- 
tural Philosophy^' entnommen. Liouville hat gezeigt^ dass die 
auf einer sie voUstandig umschliessenden Niveauflache {S) ver- 
theilte Masse m und die Masse m im urspriinglichen Zustande 
einen gemeinsamen Tragheitsmittelpunkt haben; W. Thomson 
fand, dass diese beiden Massen gemeinschafbliche Haupttrag- 
heitsaxen haben. f) 

63. Methode der dektrischen BUder von W. Thomson. 

Die in den §§ 59, 60, 61 der Kinematik (S. 131 u. ff.) vor- 

getragene Methode der Umwandlung eines geometrischen Ge- 

bildes in ein anderes vermittelst reciproker Radienvectoren 

giebi, wie W. Thomson gezeigt hat^ ein Mittel an die Hand, 

um aus dem gegebenen Potential der Wirkung 
einer gegebenen Masse auf einen Punkt ' das 
Potential der Wirkung einer anderen Masse 
auf einen anderen Punkt zu bestimmen. 

Es sei (Fig. 34) ein fester Pol, /t, ft' 

zwei mit ihm auf derselben Geraden gelegene 

^ \ Punkte, die so angenommen sind, dass die 

^ ^ Radienvectoren O/t = r und O/it' = r' der 

Bedingung 

rr' =^ (? 

*) „An Essay on the application of mathematical analysis to the 
theories of electricity and magnetism", N^ottingham 1828. 

**) Besultate ans den Beobachtnngen des magnetischen Vereins im 
Jahre 1839, Leipzig 1840. 

**^ Comptes rendus des stances de TAcad^mie des sciences de 

Paris 1839, 1®' s^mestre. Addition a la Connaissance des Temps ponr 1845. 

t) „Sur une propri^t^ de la couche i^lectrique k la surface d*un 

corps condnctenr". „Note on the preceding article". Cambridge and Dublin 

Math. Joum., ed. by W. Thomson. V. I. 1846. 
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genugen, wo c eine Gonstante ist. Auf Grund dieser Bedin- 
gung kann man zu einem gegebenen Punkte gi den Punkt ii' 
bestimmen und jedes geometrische Gebilde, welches durch ein 
Ponktsystem (/x) dargestellt ist^ in ein Gebilde des Punktsystems 
ill') transformiren. In § 60 der Kinematik ist gezeigt wor- 
den, dass die Oberflachen und Yolumina zweier solcher Ge- 
bilde in enlsprechend ahnliche Differentialelemente zerlegt 
werden konnen und dass, wenn die entsprechenden Elemente 
der Linien, Flachen und Yolumina mit ds und ds', dS und 
dS', dV und dV bezeichnet werden, man hat: 

ds:ds=r:r\ dS:dS' = f^ir\ dV: dV ^r" :r^] (a) 

hierin bedeuten r und r' die reciproken Radienvectoren, die 
Yom Pole nach den den entsprechenden Elementen ange- 
horigen Punkten /it und ft' fiihren. Gesetzt, die entsprechen- 
den Gebilde enthalten die Massen m und m\ die so vertheilt 
seien, dass die in entsprechenden Elementen der Gebilde ge- 
legenen Massenelemente dm und dm' der Bedingung 

dm : dm' = r^ : r'* (p) 

geniigen. Die materiellen Punkte dm und dm' (die man als 
der statischen Elektricitat angehorig betrachten kann) nennt 
W. Thomson, wenn sie der Bedingung (b) geniigen, elektrisdie 
Bilder, indem er sagt, es sei einer das elektrische Bild des 
anderen. Bezeichnen q und q' die Dichtigkeiten der Madsen dm 
und dm'y so erhalt man das Verhaltniss dieser Dichtigkeiten, 
indem man die Gleichung (b) durch eine der Gleichungen (a) 
diyidirt, und zwar ergiebt sich: 

Q : q' == r' :r'~^ =» c :r = r' : c ftir lineare Gebilde, 

Q : q' = r~ ^ : r'~ ^ == c* : r* == r'* : c* fiir Flachengebilde, 

Q : q' = r'^ : r"^ = c^ : r^ = r'^ : €^ fQr raumliche Gebilde. 

Man sieht hieraus, dass, wenn die Masse m constante Dich- 
tigkeit hat, die Dichtigkeit der Masse m' variabel ist; sie ist 
namlich einer Potenz ties Abstandes r' des entsprechenden 
Elementes vom Pole O.umgekehrt proportional. Gesetzt, die 
in II und ft' enthaltenen Massen dm und dm' ziehen zwei 
entsprechende Punkte M und M' an. Da nun 
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Oil • On' = OM' OM' = <? 
ist, so verhalt sich 

0(i:OM' = OM:0(i'; 

daher sind die Dreiecke OfiMimd OM'fi ahnlich, woraus folgt: 

ItM'.fi'M' = OM: On' = OM: r'. 

Ans diesen Proportionen in Yerbindung mit (b) folgt aber: 

^.J^ = c-OM 

Dieses nur von der Lage des Punktes M abhangige Verhalt- 
niss hat fiir alle Elemente dm und dm denselben Werth^ so 
dass man hat: 

• Cdm C* dm' ^j.. 

Nun ist aber I —^ das Potential der Wirkung der Masse m 

auf den Punkt M und / —r-^ das Potential der Wirkung von 

m' auf M\ Bezeichnet man diese Potentiale mit TJ und TJ\ 
so hat man: 

U:U' = €:OM=OM'ic. (c) 

Dies ist die von W. Thomson gefundene interessante Be- 
ziehung zwischen den Potentialen der Krafte^ mit welchen zwei 
entsprechende Punkte durch Massen, deren Elemente die elek- 
trischen Bilder von einander sind^ angezogen werden. 

Nehmen wir z. B. an^ es sei m eine homogene Masse, 
die uber eine Eugeloberflache S vertheilt ist. Wie in § 61 
der Kinematik bewiesen wurde, geht diese Kugel bei der Trans- 
formation in eine andere Eugel 8' iiber; folglich ist die 
Masse m auf dieser zweiten Kugel so vertheilt, dass ihre Dich- 

tigkeit durch die Function q = -rj dargestellt wird, d. h. sie 

ist dem Cubus des Abstandes des entsprechenden Punktes vom 
Pole umgekehrt proportional. Ist R der Radius der Kugel S 
und 8 der Abstand ihres Centrums C vom Pole 0, so ist der 
Abstand des Centrums D der Kugel 5" vom Pole gleich 

>, _^ „, ; der Radius R' der Kugel S' hat einen der Werthe 

Somoff, Mechftnik. II. 17 
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g%_j^% oder pg_^g , je nachdem d> R oder d < jB (s. Kinem. 

S. 139). Das Potential U der Wirkung der Masse m auf einen 
innerhalb S befindlichen Punkt M hat eioen constanten Werth 

f&r alle solche Punkte; daher ist U' = ^^ eine Grosse, die 

dem Abstand des angezogenen Punktes JT vom Pole um- 
gekehrt proportional ist; so dass U' das Potential der Wir- 
kung des Punktes allein ist^ der die Masse Uc hat. Fiir 
U kann man das Potential der Wirkung der Masse der Kugel S 
auf ihren Mittelpunkt C wahlen, d. h. die Grosse ATtgR^ wo- 
durch Vc = A^qRc wird. 

Liegt dagegen der Punkt M ausserhalb der Eugel S, so 

ist U = jT^y also TJ' = Qj^. — Wm' ^^zeichnet C'*) dfen dem 
Centrum C der Eugel S entspreehenden Punkt^ so hat man 

GM:C'M' = OC:OM'', 
hieraus folgt 

CM. OM' = OC. CM = 8 . CM'; 
also: 

Yjf cm 

Man sieht hieraus ^ dass die Kugel S' den Punkt M' so 
anzieht, wie eine in C concentrirte Masse -^- Setzt man 

-J- = WjL, so wird m^im = c: 00 = 00'^ : 00^. Man kann 

daher nach der Bedingung (b) die in den entspreehenden 
Punkten und 0' concentrirten Massen m nnd m^ als ihre 
gegenseitigen elektrisehen Bilder betraehten. 

Die Anwendung der Methode der elektrisehen Bilder auf 
Probleme der Elektrostatik findet man in den folgenden Werken: 

W. Thomson, On the Mathematical Theory of Electri- 
city in Equilibrium. Cambridge and Dublin math. Journ. T. Ill, 
IV, V. 

R. Lipschitz, Untersuchungen iiber die Anwendung eines 
Abbildungsprincips auf die Theorie der Vertheilung der Elek- 
tricitat. Crelle's Journal, Bd. 61 (1863), S. 1. 

*) Der Punkt C fallt nicht mit dem Centrum D der Kugel S' 
zusammen. 
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A. T. Stole toff, Ueber die allgemeine Aufgabe der Elek- 
trostatik und ihre Reduction auf den einfachsten Fall. Mathe- 
matisehes Journal, herausgegeben von der Moskauer Mathema- 
tischen Gesellschaft. Bd. IV, erstes Heft, 1869 (russ.). 

Die Folgerungen aus dem Green'schen Satze und andere 
allgemeine auf die Potentiale elektrischer und magnetischer 
Massen beziigliche Satze sind in den folgenden Werken 
behandelt: 

G. Green: „An essay on the application of math, ana- 
lysis to the theories of electricity and magnetism,'^ Nottingham, 
1828; auch in Grelle's- Joum. Bd. 39 (1850) S. 73, Bd. 44 
(1852) S. 356 u. Bd. 47 (1854) S. 161 u. 195. 

Gauss, Allgemeine Lehrsatze in Bezug auf die im ver- 
kehrten Verhaltnisse des Quadrats der Entfemung wirkenden 
Anziehungs- und Abstossungskrafte (1840). 

A. Beer, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom 
Magnetismus und die Elektrodynamik (1865). 

Ueber die Vertheilung der Elektricitat auf zwei Eugeln 
vergleiche man: 

Poisson, Memoire sur la distribution de Telectricite a la 
surface des corps conducteurs. Memoires de Tlnstitut de 
France, 1811. Memoire sur la distribution de Telectricite dans 
une sphere creuse electrisee par influence. Bull, de la societe 
philomathique, 1824 

G.Kirchhoff, Ueber die Vertheilung der Elektricitat auf 
zwei leitend'en Kugehu Grelle's Journ., Bd. 59 (1861), S. 89. 

W. Thomson, On the mutual Attraction or Biepulsion 
between two electrified spherical conductors. Philos. Mag., 
Vol V, 4. series (1853), p. 287. 

C. Neumann, Allgemeine Losung des Problems fiber den 
stationaren Temperaturzustand eines homogenen Eorpers, wel- 
cher von irgend zwei nicht concentrischen Eugelflachen be-^ 
grenzt wird. Halle 1862. 

D. Bobyleff, Die elektrostatische Aufgabe ilber die 
Vertheilung der Elektricitat auf zwei Kugeln, die unter 
dem Einflusse gegebener ausserer elektrischer Massen stehen. 
1873 (russ.). 

17* 
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Oapitel ni. 

Arbeit einer Ejraft nnd eines KrafteBystemB. — Vector nnd Drehnngs- 
moment einer Kraft. — Hanptvector und Hauptmoment eines Er&fte- 
systems. — Bedingnngen, die znm Gleichgewicht aller auf ein beliebiges 
System materieller Punkte wirkenden KrSlfLe erforderlicb sind. — Be- 
dingaogen, die fur das Gleicbgewiclit aller auf ein unyergnderliches 
Punktsystem wirkenden ErSffce genugend sind. — Eleinstes Hauptmoment 

und Centralaxe eines ErSitesystems. 

54. Zur Bestimmung und Messung einer Eraft hat man 
in der Mechanik ausser den in Oapitel I besprochenen Grossen 
noch eine weitere angenommen, die mUn die Arbeit der Kraft 
nennt; dieselbe dient zur Schatzung der Wirkung einer Kraft, 
welche Bewegung erzeugt. 

Wenn eine eonstante Eraft F bewirkt, dass ein urspriiDg- 
lich ruhender Punkt, ohne einen Widerstand zu finden, eine 
geradlinige Wegstrecke s durchlauft, so betrachtet man das 
Product Fs als ein Maass der Wirkung der Eraft wahrend 
der Bewegung ihres AngriflFspunktes und nennt dasselbe die 
Arbeit der Eraft F bezuglich des Weges 5. 

Wenn ein Eorper vom Gewichte F von einer yerticalen 
Hohe h heruntergefallen ist, so ist Fh die Arbeit dieses 6e- 
wichtes bezuglich der Hohe h, Als Einheit jeder Arbeit hat 
man die Arbeit der Gewichtseinheit, die einen Eorper um die 
Hoheneinheit fallen macht, gewahlt. Ist das Eilogramm 
die Gewichtseinheit und das Meter die Einheit des Hohen- 
maasses, so ist die Arbeitseinheit das KUogrammmeter, 

Wenn der urspriinglich ruhende, gemeinschaftliche An- 
griffspunkt zweier constanten Erafte F und F' infolge ihrer 
gleichzeitigen Wirkung einen geradlinigen Weg s durchlauft, 
so erzeugen diese Erafte eine Arbeit Rs gleich der Arbeit 
ihrer Resultante R = F -{- F\ Da 

jB = jP cos (F, s) + F' cos (jP» 

ist, so hat man 

Rs = jPcos (F, s)'S + F' cos (JP» • s, (1) 

d. h. die Arbeit zweier Erafte F und F' ist gleich der alge- 
braischen Summe der Arbeiten ihrer Projectionen + F cos (F^ s) 
und + F' cos {F'y s) auf die Richtung der Wegstrecke s. Jedes 
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Glied der Summe (1) betrachtet man als die Arbeit der ent- 
sprecbenden Eraftcomponente; so dass man also das geome- 
triscbe Product JP cos (2^,5). 5 = Fs als die Arbeit der Kraft F 
ansieht. Hieraus ergiebt sich als allgemeine Definition der 
Arbeit einer constanten Ejraft bezOglich einer beliebigen gerad- 
linigen Strecke, welche der Angriffspunkt der Kraft durch- 
lauft; wenn die letztere zugleieh mit anderen Kraften auf 
ihn wirkt: 

Die Arbeit einer constanten Kraft hegilglich einer gerad- 
Unigen Wegstrecke ist das geometrische Prodtict dieser beiden 
Grossen. 

Die Arbeit ist gleicb NuU^ wenn die Kraft senkrecht zu 
dem Wege gerichtet ist; sie wird negativ, wenn die Kraft mit 
dem Wege einen Winkel bildet, der grosser ist als 90®. 

65. Diese Definition der Arbeit erstreekt sich aucb auf 
variable Krafte bezfiglich unendlich kleiner Wegstrecken. Es 
sei F der Werth einer yariablen Kraft zur Zeit t und s der 
unendlich kleine Elementarweg; den der Angriffspunkt in dem 
nachstfolgenden unendlich kleinen Zeitelement t durchlauft und 
der durch die Geschwindigkeit oder eine der Beschleunigungen 
bestimmt ist; dann nennt man das geometrische Product Fs 
die Elementararbeit der Kraft F beziiglich der Verschiebung s. 

Ist s der geradlinige Weg^ den der Angriffspunkt einer 
einzeln oder gleichzeitig mit anderen Elraften wirkenden Kraft 
F durchlauft, und sind v, v^, Vg, . . . die zur Zeit t erlangte 
Geschwindigkeit und die Beschleunigungen, so nimmt man fiir 
s die Strecke vt in der Richtung der Geschwindigkeit v, wenn 
diese nicht gleich Null ist. Ist aber t; = und ist t;„ die 
erste nicht verschwindende Beschleunigung, so hat man fiir s die 

unendlich kleine Strecke (w+ 1)**®' Ordnung , .^. t;nT('*+^) 

zu wahlen, die auf der Richtung der Beschleunigung Vn der 
w*®° Ordnung aufzutragen ist. 

Wenn v nicht gleich Null ist, so hat man s = vt = ds, 
und die Elementararbeit ist durch das Product 



Fds =-Fv,dt 
ausgednickt, ist also eine gewisse Differentialfunction der Zeit. 
Das von bis t genommene Integral dieser Function 
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fFv . dt (2) 



heisst die Arbeit der Kraft F zur Zeit t oder die Arbeit der 

t 

Kraft bezuglich der Wegstrecke s=Jvdt. 



66. Die Elementara/rbeit einer Kraft, die ein Potential hat, 
ist gleich dem Differentiale des Potentials nach der Verschiebung. 

1st (p das Potential der Kraft F, so ist ^ = i^ cos {F, ds) 

die Derivirte des Potentials g) nach der Verschiebung ds] 
folglich ist 

dtp = F cos {Fy ds) • ds = Fds 

die Elementararbeit der Kraft F bezuglich der Verschiebung ds. 
Bezeichnet g)Q den Anfangswerth des Potentials^ d. h. sei- 
nen Werth fur s = 0, so hat man fiir die Arbeit der Kraft F 
bezuglich der Wegstrecke s den Ausdruck: 

s 

(p — (Po=fFds, 



d, h. die Arbeit einer Kraft, die ein Potential hat, ist gleich dem 
Incremente, welches das Potential der Kraft ieim Uehergange von 
dem Anfangswerth m demjenigen Werthe erhdlt, der dem End- 
punJcte des von dem Angriff^unJcte der Kraft durchlaufenen 
Weges ent^mcht 

Durch den Anfangspunkt des Weges s geht eine Niveau- 
flache (9o) und durch den Endpunkt eine andere (9?) hindurch. 
Vertauscht man den Weg 5 mit einem anderen s\ der gleich- 
falls auf der Flache (9^) beginnt und auf (9) endigt, aber 
auf irgend einer anderen Trajectorie des Angriffspunktes der 
Kraft liegt, so erhalt man dieselbe Grosse 

s 

g> — g>o =jFds 


fiir die Arbeit. Die Arbeit einer Kraft, die ein Potential haty 
hdngt weder von der Art der Trajectorie des Angriffspunktes der 
Kraft aby noch von dem Orte des Anfangs- und Endpunktes des 
durcMoiufenen Weges auf den NiveatiflacJien, iswischen denen die- 
ser Weg liegt 
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Ist die an einem Punkte M angreifende Kraft F die An- 
ziehungskraft^ welche eine homogeue Kugel yon der Masse m 
nach dem Newton'schen Gesetz ausiibt, d. h. ist sie dem 

Quadrate des Abstandes umgekehrt proportional, so ist 9 = — , 

wenn r den Abstand des Punktes M vom Mittelpunkte der 
Eugel bedeutet. Folglieh ist 

der Ausdruck fiir die Elementararbeit, wahrend 



/ 



Fds = 

r ro 





worin r^ der Anfangswerth von r ist, die endliche Arbeit der 
Kraft F ist fiir eine beliebige Bewegung des Punktes M beim 
Uebergange von irgend einem Punkte der Oberflache der mit 
m concentrischen Kugel vom Radius r^ nach irgend einem 
Punkte der concentrischen Kugelflache vom Radius r. 

Die Wirkung jeder Kraft F kann man als eine Anziehung 
ihres AngriflFspunktes M nach einem gewissen festen Punkte 
hin ansehen, der auf der Richtungslinie der Kraffc nach der 
Seite hin liegt, wohin dieselbe gerichtet ist. Bezeichnet man 
den Abstand OM mit r und betrachtet diese Grrosse als va- 
riabel, F aber als constant, so kann man fiir einen Augen- 
blick den Ausdruck — Fr als das Potential der Kraft F an- 
sehen; denn diese Kraffc ist nach Grosse und Richtung gleich 
dem Differentialparameter jener Function im Punkte M. 

Die Elementararbeit Fds ist dann durch das Differential 
— Fdr ausgedriickt. Dieses Differential, mit entgegengesetz- 
tem Zeichen genommen, d. h. die Grosse Fdr, hat Lagrange 
das Moment der Kraft genannt.*) Hierbei ist — dr die Pro- 
jection der unendlich kleinen Verschiebung e des Angriffs- 
punktes der Kraft F auf ihre Richtung. 

Sind die Geschwindigkeit v und die Beschleunigungen 
Vj, V2, .. .Vn-i gleich Null und nimmt man (wie schon oben 

*) Mecanique analytique, li^'® partie, article 2. — Galilei nannte 
Moment einer Kraft das Product aus der Kraft in die Geschwindigkeit 
ihres Angriffspunktes nach der Richtung der Kraft. 
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erwahnt wurde) fur s den Elementarweg j-g- — . , . v»'r'»+^, 

wo t unendlich klein ist, so ist die Elementararbeit eiiie un- 
endlich kleine Grosse (n + 1)***" Ordnung, namlich: 



.»+i 



Hat die Eraft F ein Potential^ so ist 

(s. Einematik § 112) und folglich wird: 

Bei den Problemen der Statik kann man sich auf die 
Dntersuchung der Elementararbeiten beschranken^ die wir 
weiterhin der Einfachheit halber kurz die Arbeiten der Erafte 
nennen woUen. 

57. Ist 

2^ = i^l + -^2 H 7 

so hat man nach der Regel.fiir die geometrische Multiplication 



Fs = jFjl * "f" -fg £ -f- • • • , 

d. h. die Arbeit der BesuUante ist gleich der Summe der Arbeiten 
alter Componenten. 

Ist « = «i + fig + • • •; so wird 



Fs^Fs^ + Fb^-^ , 

d. h. die Arbeit einer Kraft bemglich einer zusammengeseteten 
Verschidnmg ist gleich der Summe ihrer Arbeiten bemglich der 
Gomponewten der Verschiebtmg. 

Gesetzt z. B., es seien X, Y, Z die Componenten der 
Erafb F nach den Richtungen dreier Axen Ox^ Oy, Oz\ man 
hat dann nach dem ersten Satze: 



Fb = Xb+Yb + Zb. 

Sind X, y, z die Coordinaten des AngriflFspunktes der Kraft 

F beztiglich der Axen Ox, Oy, Oz und nimmt man f&r a 
eine Verschiebung erster Ordnung, so ist 



B = dx -{- dy '■\' dZy 
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folglich 

Fs = Xdx + Ydy + Zdz 
+ {Ydz + Zdy) cos {yz) + (Zdx + Xdz) cos (a:flf) 

+ (X(?j/ + Ydx) cos (rcy). 

Im Falle rechtwinkliger Coordinaten reducirt sich dieser 
Ausdruck auf 



Fe = Xdx + Ydy + Zdz, 

Nehmen wir femer an, der Punkt M werde von einer 
Masse m derart angezogen, dass die Kraft der Anziehung durch 

ein Element dm gleicb f{f)dm = ' ^ dm ist, wo r den Ab- 

stand dieses Elements vom Punkte M bezeichnet. Ist dann 

a von der ersten Ordnung und ist Sr die Projection von a auf 

Vy so ergiebt sich fur die Arbeit der Anziehung durch ein 
Massenelement der Ausdruck: 

— f(r)dmdr = SF{r) . dm. 

Das liber die ganze Masse m ausgedehnte Integral dieses Aus- 
drucks 

fSF(r) . dm 

reprasentirt dann die Arbeit der Besultante aller Elementar- 
attractionen. Das Di£Ferentialzeichen S kann man vor das 
Integralzeichen setzen, so dass man erhalt: 

dfF(r)dm. 

Hierin ist fF(r)dm das Potential der Resultante. 

68. Es sei F, F\ F'\ . . ,.ein System von Kraften, die 

an den Punkten m, m', m'\ . . . angreifen, und «, a y a'\ . . . 
die unendlich kleinen, gleichzeitigen Yerschiebungen dieser 
Punkte. Die Summe der Arbeiten aller Krafte beziiglich der 
Yerschiebungen ihrer AngriflFspunkte; d. h. die Grosse 



Fa + F'a' + F'a" -{ , (3) 

heisst die totale Arbeit des Kraffcesystems. 

Sind die Krafke F, F', F" y ... die Diflferentialparameter 
erster Ordnung einer Function 9 in den Punkten m, m\ m'\ . . . 

(s. Einematik § 115) und a, a'y a\ ... die Yerschiebungen 



~ 266 - 

mit den Geschwindigkeiteu v, v'y t?", ... in der unendlich 
kleinen Zeit dt, so ist: 



dg> = SFv . dt = UFs. 

Die Function 9? heisst das Potential des Erafbesystems Fy F\ 

F", . . . Die Formel zeigt; dass, wen/n ein Krdftesysiem ein 
Potential hat, die totale Arbeit der Krafte hezUglich der unehdlich 
Jcleinen Differentialverschiebungen erster Ordnung gleich dem Diffe- 
renOcde des Potentials ist. 

Fiir onendlich kleine Elementanrerseliiebungen (n + I)"*** 
Ordnungy die nur von den Beschleunigungen n*®' Ordnung ab- 
hangen^ ergiebt sich, ebenso wie im Falle eines einzelnen 
Punktes: 

1 . 2 . . . (n + 1 ) 

Es seien zwei eni^egengesetzt gleiche Krafte F und F', die 
an zwei Punkten m und m' angreifen, langs deren Verbin- 
dungslinie gerichtet. Man hat dann: 



Fs + F'e = F(7 — ?). 

Bezeichnet r den Abstand der Punkte m und m' von einander^ 
wobd rn der Anfangspunkt sei, so ergiebt sich fiir den Fall 
unendlich kleiner Verschiebungen erster Ordnung 

£J — «' = dry 
also 

B cos {er) — s' cos (^V) = dr 
und 

Fi + F7 = + Fdry (4) 

wo das Zeichen + zu wahlen ist, wenn die Krafte F und F' 
den Abstand r zu vergrossem, und das Zeichen — , wenn sie 
ihn zu verkleinem streben. 

Far den Fall unendlich kleiner Verschiebungen (w + 1)"*®' 
Ordnung erhalt man: 

Es sei ein System von materiellen Punkten w, rn, m'\ . . . 
gegeben, die sich nach dem Gesetze der Gleichheit von Action 



— 267 — 

und Reaction anziehen und abstossen. Bezeichnet man mit 
(mm') die Grosse der Kraft^ mit welcher zwei Pimkte m und 
m' auf einander einwirken^ und mit r den Abstand dieser 
Punkte von einander, so kann man nach Formel (5) die totale 
Arbeit aUer Krafte der gegenseitigen Einwirkung der Punkte 
auf einander durch die folgende Summe darstellen 

-^±1.2...(n+l)' W 

die liber alle, paarweis zu combinirende Punkte auszudehnen ist. 

Sind alle Kxafte (mm') nur Functionen der Abstande und 

sind sie den Massen proportional, d. h. haben sie die Form 

mm'f(r), so lasst sich, wenn man f(r) = ' ^^^ setzt, die 

totale Arbeit (6) in folgender Form darstellen: 

-=- dr 1 . 2 . . . (n + 1) 

Da die Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen bis zur 

(n — 1)"*®^ Ordnung bei den Verschiebungen s, s\ «", . . . gleich 
Null sind, so ist 

also 

1:^ d«+ir = rfM-1 . F(r) ; 

dadurch nimmt die Formel (6) die folgende Gestalt an: 

1.2. ..'(n+l) ^'^ ± «»'«'^W- (^) 

Hierin stellt die Summe 2 + mm'F(r) das Potential fiir alle 
Krafte der gegenseitigen Einwirkung der Punkte m, m', 
m'\ . . . dar. 

Sind die Verschiebungen «, «', a", ... erster Ordnung, so 
ist die totale Arbeit aller dieser Krafte durch das totale Diffe- 
rential erster Ordnung 

d.2] + mm'F(r) 
ausgedriickt. 

69, Wenn die Punkte m, m', m", . . . solche Verschie- 
bungen erleiden, dass ihre gegenseitigen Abstande sich nicbt 
andem, so ist fiir alle Punktpaare (?*+^r == 0; daher ist auch 
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der Ausdruck (6) gleich Null. Mithin ist die totale Arbeit der 
Krdfte der gegenseitigen EinunrJcung der Punkte eines materidlen 
Pufiktsystems auf einander nach dem Gesetze der Gleichheit von 
Action und Beaction gleich Null, wenn die Verschiebungen heine 
Aenderung der Abstande der Punkte von einander mr Folge hdben. 
In § 155 der Einematik haben wir gesehen^ dass jede 
Bewegung eines Punktsy stems, bei der sich die Abstande 
zwischen irgend zwei Punkten nicht andem, sich zerlegen lasst 
in eine Translation, fur welche die Geschwindigkeiten und Be- 
sehleunigungen gleich denen eines beliebigen Punktes sind, 
und in eine Rotation um diesen Punkt. Wenn also die Ver- 
schiebungen £, b\ e\ ... die Abstande der Punkte m, m\ 
m\ . . . von einander nicht andem, so lassen sie sich zerlegen 
in Translationsverschiebungen, die der Verschiebung eines 
Punktes geometrisch gleich sind, und in Rotationsverschie- 
bungen um diesen Punkt 0; d. h. man kann setzen 

wo a die Verschiebung des Punktes und /8, j3', fi!', ... die 
Rotations verschiebungen der Punkte m, m', m'\ ... um den 
Punkt sind. 

Sind alle diese Verschiebungen von der ersten Ordnung, 
so kann man setzen: 



a = uty fi = wty p' = w't, . . ., 

wo u die Geschwindigkeit des Punktes und w, w', ... die 
Rotationsgeschwindigkeiten der Punkte m, m', m", ... um 
sind. Fiir diese Geschwindigkeiten giebt es eine Momentan- 

axe und eine Winkelgeschwindigkeit o, die in bekannter Weise 
auf dieser Axe aufgetragen wird. Das Product 6 = cat ist 
dann die unendlich kleine Winkelverschiebung, vermittelst deren 

die Verschiebungen j8, /8', /3", . . . erzeugt werden konnen. 

Im AUgemeinen hat man, wenn die Verschiebungen un- 
endlich klein von der (n + l)"*®"^ Ordnung sind, 



^' = 1.2...(n + l) «'-'= 



n-\-l 



} 
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wo Un die Beschleunigung n^' Ordnung bei der Bewegung des 
Punktes ist, wahrend Wn, uf^y ... die Rotationsbeschlea- 
nigangen derselben Ordnung um sind. Da die Greschwindig- 
keit imd alia Beschleunigungen niederer Ordnung gleich Null 
sind fiir IT »= 0, so mUssen die Beschleunigungen Wn,Wn,... 
dne Momentanaxe mit einer gewissen Winkelbeschleunigung 

C9« haben^ welche diejenige Winkelverschiebung 

^= 1.2../(n+l) ^^'+' 

bestimmt; die im Stande ist^ alle Yerschiebungen j3, p\ ... 
bervorzubringen. 

Da Fs = Fa + Ffi ist, so zerlegt sich die Arbeit jeder 

Kraft in die Arbeit beziiglich der Translationsyerschiebung a 

und in die Arbeit beziiglich der Rotationsverschiebung j3. Das 

erste Glied ist gleich der Arbeit einer der Kraft F geometrisch 

gleichen, am Punkt angreifenden Kraft OM. In dem zweiten 

Gliede Fp = p. F cos (F, P) druckt der Factor j8 die Flache 
eines Parallelogramms aus^ dessen eine Seite die auf der Mo- 
mentanaxe aufgetragene Winkelverschiebung 6y dessen andere 

Seite der nach dem Angriffspunkte der Kraft F gezogene 
Radiusyector Om ist; der zweite Factor F cos {F, /5) ist das 

Yom Endpunkte der Kraft F auf die Ebene jenes Parallelo- 
gramms gefallte Perpendikel, das mit + zu nehmen ist, wenn 
der Winkel {Fy /3) spitz, und mit — , wenn er stumpf ist. 

Daher reprasentirt die Arbeit Ffi das mit entsprechendem 
Vorzeichen versehene Volumen des Parallelepipedons, welches 

0y Om und OM zu an einander stossenden Kanten hat. Das 
Vorzeichen bestimmt sich nach folgender Regel: wenn ein 
nach dem Punkte m hinschauender Beobachter c;*) die Kraft 

F nach rechts gerichtet sieht, so hat man -j-, wenn er sie 
nach links gerichtet sieht, — zu nehmen. 

Dieses Yolumen kann man auch anders darstellen, iudem 

*) Wenn wir die Strecke dnroh einen Beobachter ersetzt denken, 
80 setzen wir immer voraus, dass derselbe sich an diese Strecke anlehnt 
and seine Fiisse im Anfangspunkte, sein Eopf im Endpmikte der Strecke 
sich befinden. 
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man als Basis das fiber Om und OM als Seiten constmirte 
Parallelogramm wahlt und als Hohe das Perpendikel vom End- 
punkte der Kante auf die Ebene jenes Parallelogramms. 
Denken wir uns eine Rotation^ bei der die Winkelgeschwindig- 

keit durch die Eraft F dargestellt ist; wahrend die Geschwindig- 
keit k des Punktes gleich dem Flacheninhalte des erwahnten 

Parallelogramms ist. Dann ist das vom Endpunkte yodl 6 auf 
die Ebene des Parallelogramms gefallte Perpendikel die Pro- 
jection von 6 auf die Geschwindigkeit k, d. h. gleich cos (0, k)y 
mit -f- oder — zu nehmen, je nachdem a fur einen nach dem 

Punkte hinschauenden Beobachter F nach rechts oder nach 
links hin gerichtet ist. 

Nach derselben Seite, nach welcher die Kraft F fiir einen 

auf m hinschauenden Beobachter gerichtet ist; ist auch 

fur einen auf blickenden Beobachter F gerichtet; daher sind 
die Winkel (0^ k) und (JF, /3) gleichzeitig spitz oder stumpf. 
Man hat folglich: 

F^ = k0 cos {0,ky (8) 

In diesem Ausdrucke fiir die Arbeit einer Eraft bezuglich 
der Rotationsverschiebung ist der eine Factor die Winkel- 

verschiebung und folglich unabhangig yon der Eraft. Der 

andere Factor k ist abhangig von der Grosse der Kraft F, von 
ihrer Bichtung und von der Lage ihrer BichtungBlinie im 

Baunie; yon der Winkelverschiebung dagegen ist er nicht 
abhangig; auch ist er von dem Orte des Angriffspunktes der 

Eraft F auf ihrer Richtungslinie unabhangig^ da sich ja die 

Botationsgeschwindigkeit k nicht andert, wenn man statt der 

Winkelgeschwindigkeit F eine andere^ ihr geometrisch gleiche 
und langs derselben Geraden gerichtete wahlt. Die Strecke 

k, welche die Botationsgeschwindigkeit des Punktes bei einer 

Winkelgeschwindigkeit, die durch die Eraft F dargestellt ist, 

reprasentirt, nennt man das Botationsmoment der Kraft F fur 
als Ursprung.*) 

*) Man nennt sie auch das statische und das Uneare Moment (vergL 
Kinematik, S. 301). 
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Das Rotationsmoment lasst sich folgendermassen rein 

geometriscli definiren: Das Rotationsmoment emer Kraft F in 
Beisug auf einen PunM als Ursprung ist eine StreckSy deren 
Ldnge gleich der Fldchenmhl de^migm Parailelogramms ist, 

welches mr Basis die Kraft F tmd zur Hohe das vom Urspnmg 
(mf die Kraft gefaUte Perpendikel hat; man denkt sich jene 
Strecke im Punkte senkrecht zur Ebene des Parailelogramms 

naeh.rechts fur einen nach hinschauenden Beobachter F auf- 
getragen. 

Die der Eraft F geometrisch gleiehe Strecke OM und 
das Rotationsmoment der Eraft fiir als Ursprung kann man 
Yom rein geometrischen Gesichtspunkte aus als zwei Argu- 
mente betrachten^ die zur Eenntniss der drei Bestimmungs- 

stiicke der Strecke F geniigen, namlich 1) der Lage der Rich- 
tungslinie dieser Strecke, 2) ihrer Grosse und 3) ihres Sinnes 
(vergl. Einematik § 180, S. 380). 

Das Argument OM werden wir den Vector der Kraft F 
ftir <ds Ursprung nennen. Zur kiirzeren Bezeichnung der 
beiden Argumente woUen wir schreiben: 



0M= VF, k = MF. 

Zwischen beiden Argumenten besteht die Gleichung 



MF.rF=0, 

die ausdriickt, dass dieselben auf einander senkrecht stehen. 
Nach Formel (8) hat man: 



F^^MF.6. (9) 

In d«m speciellen Falle, wenn die Winkelverschiebung a und 
das Moment MF langs derselben Geraden und im selben Sinne 
gerichtet sind^ reducirt sich dieser Ausdruck auf das alge- 
braische Product MF . 0; dann ist die Rotationsarbeit dem 
Rotationsmomente proportional, und man kann das Moment 
der Eraft als Maass ihrer Rotationsarbeit ansehen. 

Fallt man vom Punkte auf die Richtungslinie der Eraft 

F eine Senkrechte OD und ersetzt F durch eine ihr geo- 
metrisch gleiehe, im Punkte D angreifende Eraft, so kann 
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man OD als Arm eines Hebels betrachten, an dessen Ende 

eine zu ihm senkrechte Kraft wirkt; daher nennt man OD 

— « 

den Arm der Kraft F. 

Die Grosse der Rotationsarbeit (9) ist, wie wir oben ge- 
sehen haben, dem Zahlenwerthe nach gleich dem Yolumen 
eines Parallelepipedons, dessen drei zusammenstossende Eanten 

der Vector VFy der Abstand Om des Punktes von dem An- 

griffspunkte der Kraft und die Winkelverschiebung 6 «ind. 
Dieses Volumen ist das sechsfaclie des Volumens eines Tetra- 

eders, welches die Kraft F und die Winkelverschiebung 6 zu 
gegeniiberliegenden Kanten bat. Bezeicbnet man (wie in § 148, 
S. 318 der Kinematik) dieses Tetraedervolumen durch (F, 6\ 
so wird 



6.MF=6(F,6). (10) 

In dem erwabnten Parallelepipedon kann man das fiber <f und 

VF construirte Parallelogramm als Basis und den kiirzesten 

Abstand zwischen der Kraft F und der Winkelverschiebung <y 
als Hobe wablen. Bezeicbnet man diesen kiirzesten Abstand 
mit d,.so ist 

a.MF = Fa sin (F, a) . 8, (11) 

wobei man fiir {F,0) den Winkel, welcber kleiner als 180® 
ist, zu wablen hat, wenn die Kraft F fiir den Beobachter a 
nach rechts, den grosseren Winkel aber, wenn sie nach links 
gerichtet erscheint. 

Der Factor sin {Fj a) , d in dem Ausdrucke (11) hangt 

nur von der relativen Lage der Bichtungslinien von F und a 
ab und ist gleich dem Zahlenwerthe des sechsfachen Yolumens 
eines Tetraeders, das zu gegeniiberliegenden Kanten zwei der 

Einheit gleiche und auf den Richtungslinien von F und 6 auf- 
getragene Strecken hat. 

Eine solche Grosse nehnt man das relative Moment der 

Bichtungslinien der Strecken F und 6. Wir werden dasselbe mit 

( ) oder It) bezeichnen. Hiermit nimmt die Formel (11) die 

folgende Gestalt an: 
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MF.a = F0(^). (12) 

Es sei noch bemerkt, dass F sin (F, 6) die Projection der 

Kraft F auf eine zu 6 senkrechte Ebene ist und dass die 
Grosse 

MF cos {MF, 6) = F sin {F, 6)6 = f[^) 

das Moment der durch diese Projection dargestellten Eraft 
ist beziiglicli des Schnittpunktes der Projectionsebene mit der 

Richtungslinie von 6] zugleich driickt dieselbe die Projection 

des Rotationsmoments MF auf diese Gerade aus. Die Pro- 
jection des Rotationsmoments einer Kraft auf eine beliebige 
Axe nennt man das Moment der Kraft be^iiglich dieser JLre. 

Auf Grund der Pormel (9) fiir die Arbeit einer Kraft 
beziiglich einer Rotationverschiebung lasst sich die Arbeit der 

Kraft beziiglich einer Verscbiebung a ausdriicken, die aus einer 

Translationsverschiebung a und einer Rotationsverscbiebung /3 
zusammengesetzt ist, und zwar durcb die Formel: 



Fs = aVF + 6MF. (13) 

Ist das System der totalen Verschiebungen e, e\ f", . . . 
ein rotatoriscbes um eine nicbt durch den Ursprung der 
Argumente VF und MF gehende Axe mit einer Winkelver- 

schiebung (7, deren Ursprung in 0' liegt, so lasst sich dieses 
System zerlegen in ein translatorisches^ dessen gemeinsame 

Verscbiebung a geometrisch gleich der Rotationsverscbiebung 
des Punktes um den Punkt 0' mit der Winkelgeschwindig- 
keit 6 ist, und in ein rotatoriscbes um mit einer Winkel- 

verschiebung, die geometrisch gleich a ist. 

Diese letztere Winkelverschiebung kann man mit Va be- 
zeichnen, die Translationsverschiebung aber mit M6, so dass 
die Formel (13) libergeht in: 



F£ = M6.VF+V6. MF. 

Bezeichnet man andererseits das Moment der Kraft F beziig- 
lich des Ursprungs 0' mit MF, so ist Fs = a - M'F-^ folg- 
lich wird: 

Somoff, Mechanik. II. 18 
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oTWF = Ma . VF+ Va . MF. (14) 

Dividirt man dies durch F6, so ergiebt sich die folgende be- 
merkenswerthe Wechselbeziehung zwiscben den Momenten 

zweier Strecken F und 6 bezQglicb der beiden durch den Ur- 
sprung zu ihren Ricbtungslinien gezogenen Parallelen: 

(^ - (,^) + (?.) • (1^) 

Liegen F und 6 in einer Ebene, so wird 

und umgekebrt, wenn diese beiden Gleicbungen bestehen, so 

liegen F und 6 in einer Ebene. Diese Bedingung dafUr; dass 
zwei Gerade in einer Ebene liegen ^ lasst sich auch durch jede 
der beiden folgenden Gleichungen ausdriicken: 

Ma. VF+ Va.MF=0, (16) 

(fV) + (f.) = ^- (1^) 

Es sei noch bemerkt^ dass das Moment MF, als Rotations- 
Geschwindigkeit des Punktes bei der Winkelgeschwindigkeit 

Fj sich zusammensetzt aus dem Momente M Fy der Botations- 
geschwindigkeit des Punktes 0' bei derselben Winkelgeschwin- 
digkeit F und aus M^VF), welches die Geschwindigkeit des 
Punktes bei der Winkelgeschwindigkeit V'F ist. Daher 
hat man: 



MF=^M'F+M{rF), 
oder 

WY= MF— MiVF). (18) 

Diese Formel kann zur Verlegung des Drsprunges der Vecto- 
ren und Momente einer Eraffc dienen. 

Man erh'alt die totale Arbeit eines gegebenen Systems 

von Eraften Fj F\ F'', ... die an den Punkten m, m', m", . . . 

angreifen, in Bezug auf die Verschiebungen £, 6\ s'\ . . ., die 
die Abstande der Punkte von einander nicht andem^ wenn 
man die Formel (13) auf jede einzelne Eraft anwendet und 
die Besultate summirt. Es ergiebt sich so 
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UFs = aUVF + aZMF, (19) 

wo 2JVF die geometrische Summe der Vectoren aller Krafte 

im Ursprung und UMF die der Momente aller Krafte 
fur denselben Ursprung ist. Die erste Summe ist die Resul- 
tante der gegebenen^ geometriscli naeh dem Punkte ver- 
legten Krafte; wir nennen sie den Hauptvector, Die zweite 
Summe heisse das Hauptrotationsmoment oder kurz das Haupt- 

moment Bezeichnet man die erstere Grosse mit R, die an- 

dere mit K, so lasst sich die Formel (19) folgendermassen 
schreiben : 



UFs = ajR + 0K. (20) 

Somit lasst sich die totale Arbeit eines Kraftesystems in Be- 
zug auf Verscbiebungen, die die Abstande der Angrififspunkte 
der Krafte von einander niebt andern, durcb die vier Grossen 

JRy Kj a, ausdriicken. Die beiden ersten sind nur von 
den Kraften und von der Lage des Ursprungs abbangig, 
die beiden letzten von dem Systeme der Verschiebungen. 

Zwei entgegengesetzt gleicbe Krafte, mogen sie nun in 
dieselbe Gerade fallen oder nicht, baben entgegengesetzt gleicbe 

Vectoren, die sicb also in der Summe It = EVF aufheben. 
Zwei entgegengesetzt gleicbe Krafte, der en Richtungslinien 
zusammenfallen, baben iiberdies entgegengesetzt gleicbe Ro- 

tationsmomente, die in der Summe K= 2 MF sicb aufheben. 
In dem Ausdruck (20) der totalen Arbeit verschwindet also 
die Arbeit der Krafte erster Art beziiglich der Translations- 
verschiebung; die Arbeit der Krafts zweiter Art aber ver- 
schwindet ganz. 

Man hat daher den Satz: Der Hmtptvector, das Haupt- 
moment und die totale Arbeit aller Krafte in Bezug auf Ver- 
schiebungen^ die die Abstande der AngriffspunJcte der Krafte von 
'einander nicht andern^ sind unabhdngig von den inner en Kraften, 
die dem dritten Newton'schen Gesetze, d, h. dem Gesetze der 
Gleichheit von Action und Reaction unterworfen sind, Diese 
Grossen Jconnen nur von du^seren oder von solchen inneren Kraf- 
ten dbhdngen, die jenem Gesetze nicht unterworfen sind. 

18* 
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Wenn die gegebenen Krafte Fj F\ ... an einem und 
demselben Puukte m angreifen^ so haben sie eine Resultante 

P = 27 jP, und die totale Arbeit EFs beziiglich einer Ver- 

schiebung a des gemeinsamen Angriffsptinktes m ist, wie oben 

bewiesen, gleich der Arbeit der Resultante^ d. h. gleich Ps\ 

dabei ist R^= P fur jeden Ursprung 0. Wendet man die 
Gleichung 

IlFs=^~Ps 

auf eine Rotationsverschiebung um mit der Winkelverschie- 

bung (5 an^ so ergiebt sich: 



62:MF=oMP, 
Soil diese Gleichung fur jedes ^ bestehen, so muss 



EMF=^MP 

sein, d. h. es muss das Hauptmoment K gleich dem Momente 

der Resultante P sein. 

Dies geht auch daraus hervor, dass die Rotationsgeschwin- 
digkeiten MF, MF\ MF'\ ... des Punktes mit den Win- 

kelgeschwindigkeiten JF, F\ F'\ . . . sich zu einer einzigen 

Rotationsgesch windigkeit von der Winkelgeschwindigkeit P= 2ZF 
zusammensetzen. 

60. Wenn sich ein System von materiellen Punkten 
w, m\ m", . . . infolge der Einwirkung ausserer und innerer 
Krafte bewegt und zur Zeit t die Beschleunigungen erster 

Ordnung v^, vi, Vi', . • • hat, so sind rnvj, mvi, mvi . , . die 
Krafte, welche jene Beschleunigungen hervorbringen und man 
nennt sie daher bewegende Krafte, Jede bewegende Kraft ist 
die geometrische Summe aller auf ihren Angriffspunkt wir- 
kenden, inneren und ausseren Krafte. 

Bezeichnet man allgemein mit (m^^^m^^^) die Kraft, mit wel- 

cher der Punkt w(«> auf m<^) einwirkt, und mit Fj F\ F*\ . . . 
die ausseren Krafte, so hat man: 



mv^ = P + (^^') + (w*w") + • • • , 

m'vx = jp" -(- (m'm) -f* (w'm") + ' * * ; (21) 



> 
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daher ist: 






Jf (mvi) = MF + M{mm) + M{mm') + • • 



hieraus folgt: 



U = 2Jr(mv^) = £F, K= i:M(mv,) = ITiJfJp: 



Diese Formeln zeigen^ dass alle bewegenden Krdfte mv^ , w'vi, . . . 
densetben Hauptvector und dasselbe Hcmptmoment haben, une das 
System aMer sie bildenden Krdfte; dabei verschmnden in der 
geometrischen Summe die Vectoren und Momente oiler inneren 
Krdfte, 

Multiplicirt man die Krafte (21) geometrisch mit beKe- 

bigenVerschiebungen f, e\ t\ ... ihrer Angriffspunkte und 
summirt die Producte, so erhalt man die totale Arbeit der 
bewegenden Erafte 



Hmvy^ . B = HFt +'2;[(mw')£ + m'vn)t\ (22) 

wo das zweite Summenzeichen 27 rechts bedeutet^ dass alle 
moglicben Punktpaare zu bilden sind. Fiir Verschiebungen 

f , «', «", . . . , die die Abstande der Punkte nicht andem, ist 

diese Summe nach dem Obigen gleich Null; folglicb ist dann 

Hmv^ . 6 == tFh = oB + ~6K, (23) 

wo a eine beliebige Translationsverschiebung und a eine be- 
liebige Winkelverschiebung bedeutet. 

Sind alle auf das Punktsystem w, m', w", . . . wirkenden 

Erafte im Gleichgewicht, so sind die Krafte wi?i, mvi, . . . 
gleich Null; daher ergiebt sich aus Gleichung (22) 

HFb + i:\{mm')B + (w'm)^'] = (24) 

fttr irgend welche Verschiebungen f, b\ «", . . . . Umgekehrt, 

wenn die Gleichung (24) ftir beliebige Verschiebungen £, f', b\ ... 
bestehty so ist 



-< 278 - 

Umvi • £ = 

fur beliebige £, e\ f", . . ., wozu erforderlich ist, dass mv^ =0, 
mvi = 0, • • • . 

Fiir dds Gleichgetmcht der dtisseren und inneren Krdfte, die 
auf ein beliehiges Punktsystem mrJcen, ist also nothwendig und 
hinreicJiend, dass die totale Arbeit bemglich irgend welcher Ver- 
schiehungen gleich Null ist, 

Bei Verschiebungen s, s', b\ . . ., die die Abstande der 
Punkte nicht andem, giebt Gleichung (24) oder (23) 

fiir beliebige a und 0\ hierzu ist aber erforderlich, dass 12= 
und ^ = ist. 

Also fur das Gleichgewicht der dusseren und inneren Erdfte 
ist nothwendig y dass der Hauptvector und das Hauptmoment 
aller Krdfte gleich Null seien. 

Docb ist diese Bedingung fiir das Gleichgewicht noch 
nicht hinreichend, wenn die Abst'ande der Punkte sich andem 
konnen; denn wenn R = und K = ist, so folgt aus 
Gleichung (22) nur, dass die Arbeit aller bewegenden Krafke 
gleich Null ist fiir Verschiebungen, die die Abstande der 
Punkte von einander nicht andern; diese Arbeit kann jedoch 
fiir andere Verschiebungen von Null verschieden sein, und 
man darf folglich noch nicht schliessen, dass mv^ = 0, 
mvi = 0, ... sei. 

6L Es lasst sich beweisen, dass die Bedingungen 12 «» 0, 
jK == fiir das Gleichgewicht der Krafte geniigend sind, wenn 
das System der Angrififspunkte m, m', m", ... ein unverdnderliches 
ist, d. h. wenn es einem voUkommen starren Korper angehort. 
Solche Korper existiren zwar in der Natur nicht; doch ist es 
sehr haufig erlaubt, die ausserst kleinen Aenderungen der Ab- 
stande der Theilchen der Naturkorper zu vernachlassigen und 
diese Korper bei den meisten Untersuchungen iiber das Gleich- 
gewicht der auf sie wirkenden Krafte durch fingirte, voU- 
kommen starre Korper zu ersetzen; dann reprasentiren die 
Angriffspunkte der Krafte ein unveranderliches System. 

Um nun zu beweisen, dass die Bedingungen 12 = und 
^ = fiir das Gleichgewicht der zugleich mit den inneren 
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Eraften auf ein unveranderliches System w, m', m'\ . . . wir- 

kenden Krafte F, F\ F'\ . . . hinreichend sind, hat man zu 
zeigen^ dass die zur Zeit t in Buhe befindlichen Punkte 
w, m\ m\ . . . durch die Einwirkung aller Krafte auf sie nur 
eine derartige Bewegung erhalten konnen^ bei der alle der 
Zeit t entsprechenden Beschleunigungen erster Ordnung 

t7j, vi, vi', . . . gleich Null sind. 

Sind nun v^, vi, v'/, ... die Beschleunigungen erster Ord- 
nung bei der Bewegung der Punkte w, m\ m", . . ., so kann 

man fur die Verschiebungen £, «', «", ... die Elementarver- 
schiebungen zweiter Ordnung wahrend der Zeit % 

wahlen. Da die Arbeit der inneren Eraffce ftlr diese Verschie- 
bungen gleich Null ist, so gilt hier die Gleichung (22), die 
die Gestalt annimmt 



ir^2Jmv\ = aR'i-6K, (25) 

wo a und <f die Translations- und die Winkelverschiebung 

in dem Sjsteme der wirklichen Verschiebungen s, «', «",... sind. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass, wenn R==0 undjK'=0 
ist, auch 2Jmv\ = wird. Hierzu ist aber erforderlich, dass 
v^=0, t;i = 0, .-.. Folglich sind alle Krafte (20) gleich 
Null, und deshalb halten sich alle auf die einzelnen Punkte 
m, m'y m" y . • . wirkenden Krafte zur Zeit t wenigstens momen- 
tan das Gleichgewicht. 

2jum GleicJigetmcht alter auf ein unveranderliches Funkt- 
system udrJcenden Krafte ist also nothwendig und hinreichend, 
dass der Hauptvector und das Hauptmoment aller Krafte gleich 
NuU sind. 

Da die Vectoren und Momente der nach dem Gesetze der 
Gleichheit von Action und Reaction wirkenden inneren Krafte 

•in die Ausdriicke fiir B und K nicht eingehen, so nennt man 
gewohnlich die Gleichungen JB = und Jf = die Bedingungen 
des Gleichgewichts der ausseren Krafte.*) 



*) Za diesen Kraften hat man auch diejenigen Er&fte wechselseitiger 
EinwirkuDgen zu rechnen, die, obwohl gleich und entgegengesetzt, doch 
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Ausser dem unveranderliclien Punktsystem betrachtet man 
in der Mechanik noch andere fingirte Punktsysteme (vergl. 
Kinematik, Cap. XIII), deren mogliche Verscliiebungen durch 
Gleichungen oder Ungleichungen bedingt sind. Wir werden 
spater seben, dass fur solche Systeme zu den Bedingungen 
R = Of K = noch specielle Bedingungen hinzutreten, die von 
der Art der Bedingungen fur die moglichen Verschiebungen 
abbangen. 

62, Es seien x, y, z die Coordinaten des AngriflFspunktes 
einer Kraft; F in Bezug auf drei rechtwinklige Axen Ox^ Oy, 
Oz\ X, Y, Z die Projectionen der Kraft auf diese Axen und 

^xy ^y) ^z die Projectionen der Verscbiebung s des Punktes (x^y^z). 

Dieses s gebore zu einem Systeme von Verscbiebungen £, a',^",..., 
die die Abstande der Punkte m, in\ m", . . . nicbt andem und 

die sicb in eine Translationsverscbiebung a und eine Rotations- 

versebiebung von der Winkelverschiebung 6 zerlegen lassen; 

endlicb seien ax, ccy, Ug die Projectionen von a und p, g,, r 

die von 6 auf die Axen Ox, Oy, Oz. 

Nach den Formehi von Euler (s. Kinematik § 143, S. 
302 und 303) bat man nun: 



f a; == «« + 



q r 

y z 



f y = ay + 



r p 

z X 



9 ^» 



ez== ccz + 



pq 
xy 



Daber ergiebt sicb fiir die Elementararbeit der Kraft F die 
Formel: 



Fs = Xsx + Tey + Zs, 



qr 

y z 


+ Y 


r p 

Z X 


+ z 


pq 
X y 



= Xax + Yay + ^^z + X 

Hierin drucken die ersten drei Glieder die Arbeit bezUglicb 
der Translationsverscbiebung aus, d. h. es ist 

Fa = Xax + Yccy + Za^ , 

wahrend die iibrigen die Arbeit bezUglicb der Rotationsver- 
scbiebung reprasentiren, namlicb: 



nicht in dieselbe Gerade fallen, wie z. B. die Kr9.fte der gegenseitigen 
Wirknng eines Stromelements und eines Magnetelementes aaf einander 
nach dem Ampere ^schen Gesetze. 
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Fp = x ^ *^ + r 



y z 



rp 

z X 



+ Z 



pq 

xy 



dies lasst sich auch schreiben: 

XY Z 

FP= p q r . (26) 

X y z 

Diese Determinante driickt bekanntlich das Volumen des Pa- 
rallelepipedons aus^ das den Ursprung zu einem Eckpunkte 
hat und dessen in diesem Punkte zusammenstossende Eanten 
die Elemente der drei ZeUen der Determinante zu Projectionen 
auf die Axen Ox, Oy, Oz haben; diese Eanten sind namlich: 
1) der Vector VF, dessen Projectionen X, Y, Z sind, 2) die 

Winkelverschiebung 6 mit den Projectionen Pyq,r und 3) der 
Radius vector Om des AngriflFspunktes der Kraft, der x, y, z 
zu Projectionen hat. Dies stimmt auch mit dem in § 59 Be- 
wiesenen Gberein. 

Man kann den Ausdruck (26) auch als lineare Function 
der drei Grossen p, q, r darstellen, indem man schreibt: 



F/3=i) 



y z 

Y Z 



+ 2 



z X 
Z X 



+ r 



X y 
X Y 



Die Determinanten zweiter Ordnung 



y z 

Y Z 



z X 
Z X 



X y 
XY 



sind die Projectionen des Rotationsmomentes K = MF auf 
die Axen OXy Oy, Oz (s. die zweite Anmerkung auf S. 58 
der Einematik); daher ist 



Ffi =pKcos (Kx) + ff^cos {Ky) + rJE'cos {Kz) = • MF, 

was wiederum mit § 59 iibereinstimmt. 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (26), so folgt: 



6.MF^ 



XY Z 


P 


a 


r 


X 


y 


z 



(27) 



Hieraus ergiebt sich der folgende Ausdruck fur das Volumen 

des Tetraeders, dessen gegeniiberliegende Eanten F und 6 sind: 

X YZ 



iF,a) = i 



p q r 

X y z 
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Dividirt man die Elemente der ersten Zeile der Determinante 
(26) durch F, die der zweiten durch a, so erlialt man einen 
Ausdruck ftir das relative Moment der Richtungslinien von 

F und (S: 



o- 



COB (Fx) , COS {Fy) , cos {Fz) 

cos (ax) , cos (ay) , cos {pz) 

oc, y, z 



Fiir eine Winkelverschiebung 6, deren Drsprung in einem Punkte 
0' (x\ y'y z) ist, erlialt die Rotationsarbeit der Kraft F den 
Ausdruck: 





XYZ 

p 'q r 

X X , y y. , z z , 

3ft Gleichung (14) 




XYZ 

p q r 
X y z 


+ 


p q r 


0.MF — 
Hieraus folj 


XYZ 

9 t t 

X y z 



e-M'F'^ Ve-MF-\- VF-Me, 
die, durch F und dividirt, in Gleichung (15) Ubergeht: 

©-(?.)+(;.)• 

Die Bedingung dafiir, dass die Richtungslinien von F und a 
in eine Ebene fallen ^ lasst sich durch die Gleichung 

= 





X 


Y 


z 




P 


q 


r 




X — X 


y — y 


z — z 


ausdriicken. 






Die 6 Grc 


»ssen 







X, Y, Z, 



y z 

YZ 


7 


Z X 

ZX 


7 


X y 
XY 



(28) 



sind die Pliicker'schen (Stralen-) Coordinaten der Richtungs- 
linie der Kraft F\*) zwischen ihnen besteht die Gleichung 



y z 

Y Z 



+ y 



Z X 

ZX 



+ Z 



X y 
XY 



= 0, 



welche ausdriickt, dass der Vector VF auf dem Momente MF 

senkrecht steht (wie die Gleichung VF.MF = auf S. 271). 
Fiir einen anderen Drsprung 0' {x% y\ z') des Vectors 



*) Pliicker, Neue Geometrie des Raumes, gegrundet auf die Be- 
trachtung der geraden Linie als Raum element. Leipzig, 1868. 
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and des Moments bleiben die drei ersten Coordinaten (28) 
dieselben^ wahrend die drei letzten iibergehen in 





y — y\ 


z — z 




z — z 


> X- 


1 

— X 




X — X 


» y y 




Y, Z 


f 


Z, X 


} 


X, r 


Da 








y y , z z 




y z 




yz' 








Y 




z 




YZ 






YZ 


9 



SO ist die Projection des neuen Moments M'F auf die Axe Ox 
gleich der Projection des frulieren Moments MF weniger das 
Moment des neuen Vectors F'jP. Soil dies fur jede Axe Ox 
gelten^ so muss 



M'F = MF — M{rF) 

sein, was mit Formel (18) iibereinstimmt. 
Es seien nun 

(x, yy z), {x\ y\ z') , . . . 

die Coordinaten der Angriflfspunkte der Krafke F, F\ . . . ; 

(X, Y,Z), iX', T,Z'),... 

die Projectionen dieser Krafte auf die Axen Ox^ Oy^ Oz und 

B, K der Hauptvector und das Hauptmoment dieses Krafte- 
systems. Da 



B = 2:VFy K=2JMF 

ist, so wird: 

JB cos (Bx) = 2JX, B cos (By) = 2]Y, B cos (Bz) = UZ] 



Kcoa (Kx) = 2J 



y z 

YZ 



Kcos(Ky) = 2J 



Z X 

ZX 



, js:cos(Z';^) = 2; 



X y 
XY 



(28a) 



Hiernach kann man mit Hilfe der Coordinaten der Angrififs- 
punkte der Krafte und der Projectionen der Krafte auf die 
Coordinatenaxen die Projectionen x^es Hauptvectors und des 
Hauptmoments auf dieselben Axen bereclinen, wodurch dann 
Grosse und Bicbtung jedes dieser beiden Argumente des ge- 
gebenen Kraflesystems bestimmt sind. 

Da die Arbeit einer einzelnen Kraft durcb die Formel 



Fs = Xa^ + Yay + Za, + p 



y !s 

YZ 



+ g. 



Z X 

ZX 



-f- r 



X y 
XY 
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ausgedrtickt ist^ so ergiebt sich f&r die totale Arbeit aller 
Erafte der Ausdruck 



+ P^ 



Z X 



y » 

Y Z 



+ qE 



ZX 



+ r2: 



X y 
XY 



(29) 



der mit dem Ausdruck (20) gleicbwertliig ist 

Die Gleichgewichtsbedingungen R = und K=0 lassen 
sich durch die Bedingungen ersetzen^ dass die Projectionen 
jedes der beiden Argumente R und K auf die Axen Ox^ Oy, Oz 
gleich Null sind, d. h. durch die 6 Gleichungen: 

2;x = o, 2;r=o, 2:^=0, 



y z 

Y Z 



= 0, 2; 



Z X 

ZX 



= 0, 2; 



X y 
XY 



= 0. 



(30) 



Diese Gleichungen sind fur das Gleichgewicht der Krafte er- 
forderlich, wie das System der Angriffspunkte der Erafte auch 
beschaffen sein mag. Sie sind hinreichend fdr das Gleich- 
gewicht von Eraften, die an einem unveranderlichen Punkt- 
sjstem angreifen. 

Die Gleichungen (30) driicken folgende Eigenschaft der 
Richtungslinien der Erafte aus. Die seeks Summen, die sich aus 
den gJeidmamigen Stralencoordinaten der Richtungslinien cider 
Krdfte bUden IcLssen, sind gleich NvHL 

Die Plucker'schen Stralencoordinaten lassen sich durch 
andere, allgemeinere und homogene Coordinaten ersetzen.*) 

Wahlen wir als neue geradlinige Coordinaten des Punktes 
{x, y, z) die drei linearen Functionen 

22 = «2^ + Ay + Y%^ + *2; 

& = «s^ + fty + n^ + *3, 

wo ttiy Pif yi, di willkiirliche Constante sind, die nur der Be- 
dingung geniigen, dass die Determinante 



(31) 



«! 


A 


yi 


"2 


A 


Vi 


Oj 


ft 


y% 



*) Math. Annalen, herausgegeben von A. Clebsch und C. Nen- 
mann, B. I. u. II. — Analjrtische Geometrie des Raumes von> G. Sal- 
mon, deutsch bearbeitet von W. Fiedler, I. Th., Art. 51 (2. Aufl., 1874). 
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uicht gleich Null ist. Bezeichnen wir die Differenzen zwischen 
den entsprechenden neuen Coordinaten des Endpunktes nnd 
des Anfangspunktes der Kraft F mit Qi, Q^, Q^, so wird: 

Q, = a,X + p,Y + YiZ , 
Q, = a,X + p,Y + y,Z . 

Die 6 Grossen 



Qif Qi) Qz) 



9> 9< 


} 


98 9l 


; 


9i 9s 



(32) 



lassen sich als neue Stralencoordinaten der Richtungslinie 
der Eraft F betrachten. Bildet man fiir jede der gegebenen 
Eraflie solche Coordinaten und summirt die gleichnamigen Coor- 
dinaten^ so folgt allgemein: 






+ 



ft Yi 

fty* 

8. a. 



2J 



y z 

YZ 



2:x+ 



+ 
^ ft 



y. «. 



Z X 

Z X 



+ 



EY + 



^k Vk 



«i ft 
«*ft 

UZ. 



u 



\^ y 

XY 



Man sieht hieraus^ dass die Gleichungen (30) durch die Trans- 
formation iibergehen in: 

(33) 



9> & 

Q,Qs 



= 0,27 



9s 9i 



= 0,2 



9i 98 



= 0. 



Umgekehrt miissen, da die Determinante (31) nicht gleich 
Null ist, die Gleichungen (30) bestehen, wenn die Gleicbun- 
gen (33) erfallt sind. 

Die Grossen g^, g^, q^ konnen irgend welche, recht- oder 
schiefwinklige geradlinige Coordinaten in Bezug auf Axen, 
deren Ursprung ganz beliebig ist, vorstellen. Sie konnen auch als 
die kiirzesten Abstande des Punktes von drei gegebenen Ebenen 

«i^ + Ay + yi^+^i =0, 

«2^ + fty + y2^.+ *2 = o, 
oj^ + Ay + ys^ + *3 = 

betracbtet werden. 

63. Auf Grund der Formel (9), S. 271 , fur die Arbeit 
einer einzelnen Eraft bezUglich einer Botationsverschiebung 
und der Formel (12), S. 273, lasst sich ein Ausdruck fQr die 
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totale Arbeit eines Eraffcesystems Fj F\ . . . bezUglich einer 
Rotationsverschiebung der Angriffspunkte mit der Winkel- 

geschwindigkeit a aufstellen, namlich 

K0 = aZ (^) F, 

WO ( j das relative Moment der Richtungslinien der Kraft F 

und der Winkelverschiebung (7, d. h. der Momentanaxe der Ro- 
tation ist. Nach Division durch o ergiebt sich bieraus der 
, folgende Ausdruck fur die Projection des Hauptmoments auf 
eine beliebige durch den Ursprung gebende Gerade 6i 

K cos {K6) = EF (^) . (34) 

Die Projection des Hauptmoments eines Krdftesystems auf eine 
beliebige durch den Ursprung der Momente gehende Axe ist also 
gleich der algebraischen Summe aller KrafiCy jede multvplidrt mit 
dem entsprechenden relativen Momente der Richtungslinie der Kraft 
und der Projectionsaoce, oder kflrzer gleich der algebraischen Summe 
der Momente aller Krdfte bezilglich der Projedionsaxe. 
Im Falle ^ = ist, hat man 

2JF(^^) = 0, (35) 

d. h. im Falle des Gldchgeunchts der Krdfte ist die algebraische 
Summe der Momente aller Krdfte beeuglich einer bdiebigen Axe 
gleich Null. 

Wendet man die Gleichung (35) auf die drei Axen Ox^ Oy, Oz 
an, so erhalt man die drei letzten der Gleichungen (30), die 
man somit schreiben kann: 

64. Die Gleichung (35) kann in einem Falle auch er- 
fiillt sein, ohne dass die Krafte im Gleichgewicht sind und 
ohne dass ihr Moment K gleich Null ist, namlich wenn man 
fur die Axe 6 eine zu K senkrechte Gerade wahlt. AUe solche 
Geraden liegen in einer Ebene, die Mo bins*) die Nullebene 
genannt hat. Den Punkt dieser Ebene, der der Ursprung 
der Momente ist, nennt er den Nullpunkt der Ebene. 

*) Lehrbuch der Statik (1837), 1. Th., § 84 (S. 145). 
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Da die Lage des Punktes im Baume willkfirlich ist, 
so Jcann man durch jeden Punkt des Baumes unmhlig vide Ge- 
rode hindurchlegeny die alle die Eigenschaft hahen^ dass die edge- 
braische Summe der Momente der Krafte bemglich jeder solchen 
Geraden gleich Null ist. 

Mau sieht leicht^ dass alle diese Geraden Stralen des 
Complexes [K, R] sind, der das Hauptmoment K und den 
Hauptvector jR zu Parametem hat (vgl. Einematik § 180, S. 380). 

Yerlegt man namlich den Momentenursprung von nach 
O' und bezeichnet mit iCF und K' das Moment der Eraffc F 
und das Hauptmoment bezuglich des neuen Ursprungs, so bat 
man nach Formel (14): 



6.M'F=M6. VF+ Va.MF', 
folglicb ist 



aZM'F = M6 . 2JVF + Ve . UMF, 

d. h. '__ 

6K' = M0.U+ V6.K. 

Par eine zu K' senkrechte Gerade 6 ist die linke Seite 
dieser Gleicbung Null, also: 



R.M6+ Va.K^O. (36) 

Diese Gleicbung zwiscben den Argumenten Ftf und Md der 
Geraden 6 stellt den Liniencomplex [K,R] dar, dessen Para- 
meter fiir den Ursprung die Grossen K und R sind. Alle 
durcb einen beliebigen Punkt 0' gebenden Stralen dieses 
Complexes liegen in einer Ebene, welcbe die NuUebene ist. 
Der Punkt 0' ist der NuUpunkt dieser Ebene. 

Bezeiebnen -4, JB, G die Projectionen des Hauptveetors R 
auf die Axen Ox^ Oy^ 00] L, M, N die des Hauptmoments K\ 
a, /J, y die des Vectors Vo und A, ft, v die von M6^ so kann 
man Gleicbung (36) in der Form 

Ak + Bii + Cv + La + M^ + Ny^O 

scbreiben, die linear und bomogen in Bezug auf die 6 Coordi- 
naten a, /S, y, A, ft, v eines beliebigen Strales des Complexes 
[K, E\ ist. 

Die Gleicbung (36), die eine von dem Ursprung unab- 
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hangige Form hat^ kann man als Gleichung desselben Com- 
plexes ansehen. Dividirt man sie durch 6^ so ergiebt sich 
die Gleichung 

2;(j;tf) = o, 

welche die folgende Eigenschaft der Stralen eines Complexes 
ausdriickt: 

Die dlgebraische Summe der Volumma der Tetraeder, die 
man aus jeder Kraft und einem beliebigen, auf irgend einem 
Strale gewdhlten Abschnitte als gegenuber liegenden Tetraeder- 
kanten constniiren kann, ist gleich Null, 

65. Ein und dasselbe Kraftesystem F, F\ F'\ . . . hat 
fur verschiedene Anfangspunkte auch verschiedene Hauptvecto- 
ren und Hauptmomente. AUe Hauptvectoren sind einander 
geometrisch gleich und unterscheiden sich nur durch die Lage 
des Anfangspunktes; die^ zwei verschiedenen Anfangspunkten 
und 0' entsprechenden Hauptmomente K, K' aber konnen 
nach Grosse und Richtung verschieden sein. 

Wir haben oben (S. 274 Formel (18)) gesehen^ dass die 
Momente MF und M'F einer Kraft F fiir zwei verschiedene 
Anfangspunkte und 0' durch die Bedingung 



M'F=MF--M{rF) 

verbunden sind. Wendet man diese Formel auf jede der 
Eraffce F, F', F'\ ... an und bildet die geometrische Summe 
der so erhaltenen Kesultate, so ergiebt sich 



ZM'F = I:MF - MHYF, 



wo HM'F das Hauptmoment K fur den Ursprung 0', EMF 
das Hauptmoment ftir den Ursprung und EM(VF)=MZrlb' 
das fiir den Punkt gebildete Moment der geometrischen 
Summe aller dem Ursprunge 0' entsprechenden Vectoren, d. h. 
das Moment des dem Ursprunge 0' entsprechenden Haupt- 
vectors B' bezuglich ist. Man hat also: 



K'==^K- MB' . (37) 

Femer ist aber: 

B = B, 

Multiplicirt man die^e beiden Gleichungen geometrisch, so folgt : 
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Da MR' auf R senkrecht steht, so fallt das letzte Glied fort 
und es bleibt: 

WW = KR. (38) 

Diese Gleichung sagt aus, dass das geomdrische Ptod/ud des 
Vectors und des Hauptmomentes von der Lage des mm Ursprung 
dieser Argtimente gewoMten Punktes nicht abhdngt Daher kann 
man dieses geometrische Product die Invariante des gegebenen 
Krdftesystems nennen. 

Die Invariante eines Kraftesystems ist abhangig von der 
Grosse der Krafte^ von ihren Richtungen und von der relativen 
Lage ihrer Richtungslinien gegen einander, 

Diese Abhangigkeit ist durch die Formel 

RK = 2JFF' (J.) (39) 

ausgedrQckt^ die man folgendermassen erhalt. Man multiplieire 
die beiden Grossen 



R==^2:VF, K=^ZiMF 

geometrisch mit einander und substituire in das Product 
RK^ZZ[yF.MF'+ VF\MF], 

in dem ZE eine liber alle Paare von Kraften ausgedehnte Summa- 
tion anzeigt, fiir das Binom VF.MF' + VF\MF die ihm 

gleiche Grosse J'-F'(p,) (vergl. Formel (14), S. 274, und Formel 

(12), S. 273). 

Die Gleichung (39) zeigt, dass die Invariante des Krafte- 
systems gleich ist der Summe der Producte aus je zwei Kraften 
in das relative Moment ihrer Richtungslinien. 

Dividirt man Gleichung (39) durch 6, so findet man: 

d. h. der sechste Theil der Invariante ist gleich der algdfraischen 
Summe der Volumina oiler aus je zwei Kraften als Gegenkanten 
construirbaren Tetraeder. 

Dividirt man die Invariante 



RK=RKcos{RK) 
durch iS, so bleibt K cos (KR), d. h. die Projection des Haupt- 

Somoff, Mecbanik. II. ~ 19 
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momentes auf den Hauptvector. Diese Projection ist gleich- 
falls von dem Ursprunge der Vectoren und Momente unab- 
hangig. Die Formel (34) giebt: 

d. h. die Projection des Hauptmomentes auf den Hauptvector ist 
gleich der Summe der Moniente der Krdfte hezUglich des Haupt- 
vectorSy d, h. gleich der Summe der Producte aus den Krdften 
in die entsprechenden relativen Momente des Hauptvectors und 
der Richtungslinien der Krdfte. 

Nach derselben Formel ist auch 



\BK = i:{R,F), 

d. h. der sechste Theil der Invariants ist gleich der Summe der 
Volumina derjenigen Tetraeder^ die zur gemeinsamen Xante den 
Hauptvector und zu Gegenkanten die gegebenen, Krdfte haben. 

Die Projection des Hauptmomentes auf den Hauptvector 
stellt das minimum minimorum aller Werthe dar, die das 
Hauptmoment fiir verschiedene Anfangspunkte annimmt; denn 
fiir jeden Ursprung 0' hat man 

+ K' cos {K'R) £ K' Oder + J^cos (KR) < ^' ; 

femer ist 

K' = ±Kco8(KR), 

wenn cos (K'R) = + 1 ist. Wenn also der Hauptvector und 
das Hauptmoment in dieselbe Gerade falleny so erhdlt das Haupt- 
moment seinen Minimalwerfh y der gleich der Projection eines 
beliebigen Hauptmomentes auf den Hauptvector isty oder gleich 
dem absoluten Werthe der Invariante (+^^, dividirt durch 
den Hauptvector. 

Die Richtungslinie des kleinsten Hauptmomentes heisst die 
Centralaxe des Kraftesystems. Sie ist zu gleich die Axe des 
Liniencomplexes [Ky R] (vergl. Kinematik § 177). 

Hat man R und K fiir einen beliebigen Ursprung be- 
stimmt, so*kann man diese Axe construiren, wie in § 177 der 
Kinematik gezeigt wurde. 

Da der neue Hauptvector JR- langs dieser Centralaxe ge- 
richtet sein muss, so sind die Argumente dieser Geraden fBr 
den Ursprung 0: 
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VE' = R und MR\ 

Das erste dieser Argumente ist bekannt; siichen wir nun das 
zweite zu bestimmen. Nach Formel (37) ist 

ferner ist MR' senkrecht zu dem kleinsten Hauptmomente K\ 
da K' und JR' in dieselbe Gerade fallen. Da aber 

K' =^±Kco^(KR) 

ist, so ist MR' die Projection des Hauptmomentes K auf eine 

in der Ebene der Geraden R und K im Punkte auf R 
errichtete senkrechte Gerade; daher wird: 

MR = Ksm{KR), 

Kennt man die Argumente VR' und MR\ so bestimmt sich 

die Lage von R\ d. h. der Centralaxe, in bekannter Weise 

(vergl. § 180 der Kinematik); man errichtet namlich in eine 

Senkrechte auf der Ebene der Geraden R und K und tragt 

auf ihr eine Strecke 

K sin (KB) 
q = ^ 

auf, so dass dieselbe fiir einen auf MR' hinschauenden Be- 

obachter R nach rechts gerichtet erscheint; dann legt man 

durch den Endpunkt dieser Strecke q eine Parallele zu dem 

Hauptvector R. Auf dieser Geraden hat man von einem be- 

liebigen Punkte 0' aus den Vector R' = R und das kleinste 

Hauptmoment 

K' ^±Kco8(KR) 

in demselben Sinne wie R' aufzutragen, wenn cos{KR)>0 
und im entgegengesetzten, wenn cos (KR) < ist. Es kann 
auch der Fall eintreten, dass cos {KR) = wird, d. h. dass 
fur einen gewissen Ursprung das Hauptmoment zu dem Haupt- 
vector senkrecht ist. Dann ist sin {KR) = 1 und MR' = K. 
Folglich siiid der Hauptvector R und das Hauptmoment K die 
Argumente des neuen Hauptvectors i?'; daher bestimmt sich 
aus ihnen nach der obigen Construction die Lage der Central- 
axe. Fiir jeden auf ihr gelegenen Punkt 0' ist das Haupt- 
moment K' gleich Null. 

Endlich kann der Fall 22 = eintreten; dann ist auch 

19* 
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B' = und K' = K. Wenn also die geometrische Sufnme aller 
Krdfte gleich J^ull ist, so ist der Hauptvector fur jeden Ursprung 
gleich Null, und das Hauptmoment ist weder nach Grosse noch 
nach Richiung von dem Ursprunge abhdngig. 

In diesem Falle kann man jede zu dem Hauptmomente K 
parallels Gerade zur Gentralaxe wahlen. 

Die Gleichungen der Gentralaxe ergeben sich folgen- 
dermassen. 

Es seien |, rjj g die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
dieser Geraden beziiglich der Axen Ox, Oy, Oz\ bestimmen wir 
nun nach den Formeln (28 a.), S. 283, die Projectionen von H 
und K auf diese Axen; dieselben sind: 



L = E 



y z 

Y Z 



M = 2J 



Z X 

Z X 



N= U 



X y 
XY 



betrachten wir nun den Punkt (S, i^, g) als Ursprung 0' des 
Hauptvectors JR' und bestimmen wir die Projectionen des Mo- 
ments MB' auf die Axen Ox, Oy, Ois^ so finden wir: 






Bt, 



C A 



= At^Cl, 



A B 



Bl -Ari. 



Subtrahirt man diese letzteren Ausdriicke resp. von L, M, N, 
so erhalt man (vergl. Formel (37)) die Projectionen des klein- 
sten Hauptmoments K' auf die Axen Ox, Oy, Ojs: 

L-Cri + Bt, M^At + C^, N-B^ + Afi. (40) 

Da K' und iJ' in dieselbe Gerade fallen, und B' = B ist, so 

sind die Projectionen von K' denen von B proportional; 

folglich ist: 

L-Cri + Bt M-Ai+C^ N'-B^ + Arj ,K' .... 
A = B = C = ±^* ^^^>> 

Diese Proportionalitaten sind die Gleichungen der Gentralaxe. 
Man kann sie auch durch die Gleichungen 

K'A 



i-Ci? + ££== + 

M--At+G^ = ± 
N^B^ + Ari=± 



E ' 
K'B 

B ' 
K'G 

E 



m 



ersetzen. Ausserdem hat man zur Bestimmung des Hauptvectors 
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R = E' = YA^ + B^ + cy 

und endlich den Ausdruck far die Invariante 



RK^AL + BM+CN, 
hieraus ergiebt sich der Ausdruck fiir das kleinste Moment: 

K' = A- — =-\- ^^ + ^^+ ^^ . 

1st das kleinste Moment gleich Null, so ist 

AL + BM+CN=0, 
und die Gleichungen (42) gehen iiber in die folgenden: 

M-Al+Cl = 0, (43) 

N—B%+A7i=0. 

Man kann den Ausdruck fiir das kleinste Moment und 
die Gleichungen der Centralaxe erhalten^ indem man uach der 
allgemeinen Regel die Minimalwerthe des Hauptmomentes be- 
stimmt. Die Grossen (40) sind namlich die Projectiouen des 
Hauptmomentes K' fur einen beliebigen Ursprung 0' (S, i^; S)j 
daher ist 

+ {M^Ai + ciy 

+ {N-^Bl+Arif.. 
Die Bedingungen eines Maximums oder Minimums fiir K'* 
sind nun 

d. h. 

{M-Ai+ Cl)C-{N- Bl + A7i)B=^0, 
{N-Bi + Arj) A-(L-Gri + B^)C==0, 
(L — Cri + Bt)B-(M-^At+Ci)A=^0, 

die sich auch in der Proportionsform (41) 

L-C'n + Bj _ M-AS + C^ _ N- B^ + Arj 
A ~ B ~ C 

schreiben lassen. Hieraus folgt 

K'^ _ AL + BM+ CN 

AL + BM+CN A^ + B^ + C^ ' 

also: 



£' = + 
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4L + BM + CN 



Man uberzeugt sich leicht, dass die Bedingungen eines Mini- 
mums fiir K'^ erfullt sind und dass K'^ als positive quadra- 
tische Function kein Maximum und auch kein zweites Minimum 
haben kann; folglich ist der fiir K' gefundene Ausdruck wirk- 
lich das minimum minimorum. 



Capitel IV. 



Gleicbgewicht eiDes Systeios von Eraften, die an dinem unveranderlichen 
PunktsyBtem angreifen. — Bestimmungsweisen eines solchen 

Kraftesystems. 

66. Die Bedingungen, welthe fiir das Gleicbgewicht eines 
auf ein unveranderliches Punktsystem wirkenden Systems von 

Kraften JP, F\ . . . hinreichend und nothwendig sind, lassen 
sich durch die sechs Gleichungen (30) des vorigen Capitels 
ausdriicken. Man kann denselben die Form von linearen 
Gleichungen beziiglich der Gros'sen der Krafte F, F^ . . . geben, 
mit Coefficienten, die nur von der Lage der Richtungslinien 
der Krafte abhangen. 

Bezeichnet man namlich allgemein mit a^^\ U*\ d^ die 

Projectionen einer auf der Richtungslinie der Kraft i^(*) ge- 
legenen, der Einheit gleichen Strecke und mit }S^\ fi(*), i/(») die 
Projectionen des Moments dieser Strecke auf die Coordinaten- 
axen Oxy Oy, Oz, so kann man die sechs Grossen 

a(»), 6(0, c(*), AW, /iW, v^i) (1) 

als Stralencoordinaten der Richtungslinie der Kraft i^^ be- 
trachten. Die Producte 

a(Oir(o^ &(OjF(f)^ (^i)F{i) 

sind dann die Projectionen des Vectors VF^*\ wahrend 

ACOiTW, fi(i)F<^\ i;0)ir(f) 

die Projectionen des Moments MF^^ auf die Axen Oxy Oy^ 
Oz sind, mit + ^^^^ — genommen, je nachdem die Kraft 
F^^ und die auf ihrer Richtungslinie gewahlte, der Eiijheit 



(2) 
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gleiche Strecke dem Sinne nach iibereinstimmen oder nicht. 
Zur Vermeidung der Doppelsinnigkeit des Zeichens wollen wir 
annehmen^ dass F^*'^ im ersteren Falle die Grosse der Kraft 
mit + bezeichne, im zweiten aber mit — . 

Mit diesen Bezeichnungen lassen sich die Gleicbungen (30) 
auch scbreiben: 

2JaF=0, ZhF = 0, UcF^O, 
UXF=0, UfiF^O, 2:vF=0, 

Die Gerade, deren Coordinaten die Grossen (1) sind, d. h. die 
Bichtungslinie der Kraft F^^^, werden wir mit (i -|- 1) be- 
zeichnen. 

1st die Anzahl n aller Krafte kleiner als 6^ so sind die 
Geraden (1), (2), . . . (n) dadurch bedingt, dass ihre Stralen- 
coordinaten von der Form (1) den 6 — w + 1 Gleicbungen 
gen^gen mussen, die man durch Elimination der Grossen aller 
Krafte F, F\ . . . aus den Gleicbungen (2) erbalt, oder mit 
anderen Worten den Gleicbungen, die sicb dadurcb ergeben, 
dass man die Determinanten n^° Grades, die sicb aus den 
Elementen der secbs Zeilen des Scbemas 



/ // 

a a a 


. . a'"-') 


hb'b" . 


. . U" 1' 


c c c 


. . c"-» 


•Ik'X" . 


. . ;i(" » 




. . ;*(»-') 


VV V . 


1 



(3) 



bilden lassen, gleicb Null setzt. Jede solcbe Gleicbung ist 
linear und bomogen beztiglicb der Coordinaten d^'~'^\ ft^"— ^), ... 
der Geraden (n) mit Coefficienten, die von den Coordinaten der 
iibrigen Geraden (1), (2), . . . (w — 1) abbangig sind; sind also 
diese letzteren Geraden gegeben, so bat mail zur Bestimmung 
der Coordinaten der unbekannten Geraden (n) immer 6 — ^^ + 1 
lineare Gleicbungen von ebensovielen Liniencomplexen, so dass 
die gesucbte Gerade (n) dadurcb bedingt ist, dass sie der ge- 
meinsame Stral dieser 6 — w + 1 Liniencomplexe ist. 

Die gegebenen Geraden (1), (2), . . . (n — 1) sind gleicb- 
falls gemeinsame Stralen derselben Complexe. Denn wenn 
man in die Gleicbung irgend eines dieser Complexe fur d^*^^\ 



- 296 — 

j(n— 1)^ ... die entsprechenden Coordinaten einer der gegebenen 
Geraden einsetzt, so erhalt man auf der linken Seite der Glei- 
chung eine Determinante, in der zwei Colonnen entsprechend 
gleiche Elemente enthalten^ die also identisch gleich Null ist 

Es folgt hieraus, dass zum Gleichgeuncht von Kraften, 
derm Anmhl 7i nicht grosser als 6 istj nothwendig und hinr 
reichend ist, dass die RichttmgsUnien der Krdfte gemeinsame 
Strdlen von 6 — n -{- 1 linearen Complexen seien, 

Bestimmt man die dieser Bedingung geniigenden Geraden 
und substituirt ihre Coordinaten von der Form (1) in die 
Gleichungen (2), so erhalt man sechs lineare homogene Glei- 
chungen mit F, F\ ... als Unbekannten. Aus irgend welchen 
n — 1 dieser Gleichungen ergeben sich dann die Verhaltnisse 

W ~W' " " F 

aller Krafte zu einer unter ihnen. Wahlt man nun fiir die 

Eraft F eine beliebige Lange auf der Geraden (1) und lasst 
sie dem Sinne nach mit der Strecke (a, &, c, A, ft, v) iiber- 

einstimmen, so ergiebt sich dann aus dem Verhaltniss -w 

die Grosse einer beliebigen Kraft F^*^ mit dem gehorigen Vor- 
zeichen. Die Strecke, welche diese Eraffc darstellt, hat man 
sich dann langs der Geraden (i + 1) g^richtet zu denken, und 
zwar dem Sinne nach iibereinstimmend mit der Strecke (a^*\ 
U^y €f^\ A^*), fi(*), !/(*)), wenn F^*^ positiv, und von entgegen- 
gesetztem Sinne, wenn jP<*) negativ ist 

Ausser den 6 — w + 1 Complexen, deren Gleichungen 
sich ergeben, wenn man die aus den Elementen der Zeilen 
von (3) gebildeten Determinanten n^^ Grades gleich Null setzt, 
giebt es im Palle" w < 6 unendlich viele andere Complexe, die 
die Geraden (1), (2), . . . (w) zu Stralen haben. Um die Glei- 
chung eines solchen Complexes zu erhalten, braucht man nur 
die n — 6+1 aus den Zeilen von (3) gebildeten Determi- 
nanten n^^ Grades mit willkiirlichen Pactoren zu multipliciren 
und die Summe dieser Producte gleich Null zu setzen. 

Man kann auch noch auf folgendem Wege nachweisen, 
dass alle Geraden (1)^ (2)^ . . . (n) Stralen eines und desselben 
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Complexes sind. Da die Zahl der gegebenen Gerad^ (1), 
(2), . . . (w — 1) nicht grosser als 5 ist und ein linearer Com- 
plex durch fiinf Stralen bestimmt wird, so kann man jene 
6eraden, welches auch ihre Lage sein mag, als Stralen eines 
gewissen Complexes [Jc, o] ansehen, was durch die folgenden 
Gleichungen ausgedriickt i^t: 



krF+c^MF=0, 



JcVr + (oMr^O, 



IcVF^^-^) + GiMF^--^^ = 0. 



Die Gleichgewichtsbedingungen EVF=Oy EMF = ergeben 
aber 



lZVF+mZMF=0. 

Subtrahirt man hiervon alle vorhergehenden Gleichungen, so 
bleibt die Gleichung 



welche zeigt, dass auch die Gerade (w) ein Stral des Com- 
plexes \ky co] ist. Ist w < 5, so lassen sich unendlich viele 
Complexe \k, o] bilden, indem man zu den gegebenen Ge- 
raden (1), (2), . . . (w — 1) eine oder mehr willkiirliche Gerade 
hinzufugt, um die zur Bestimmung eines Complexes nothwen- 
digen fQnf Geraden zu erhalten. 

67. Da die geometrische Summe B = ZF gleich Null 
ist, so ist die Summe der Projectionen aller Krafte auf jede 
Axe gleich Null. Wahlt man als Projectionsaxe der Beihe 
nach die Geraden (1), (2), ... (n) und setzt man 

cos irs) = a('-^)a(*-i) -f 6('-i)6(*-i) + c'^r-^)(^'-^)^ 

so ergeben sich die Gleichungen: 

i^+JF'cos(21)-fJ'"cos(31)-| |--F^^~'^cos(wl) = 0, 

jp^cos (1 2) + F' -f F" cos (3 2) H 1- i^f^-^) cos (w2) = 0, . 

jp^cos (In) + F' cos (2w) -f F" cos (3n) -| h i^(«-i) = 0. 

Eliminirt man hieraus die Grossen JP, F\ . . . J?'(«— i)^ so er- 
halt man die Gleichung 
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1, cos(21), cos(31), ... cos(nl) 

cos(12), 1, co8(32), . . . cos(w2) 

== 0; (5) 

cos(lw), cos(2n), cos(3»), ... 1 

die Determinante links ist nach der Multiplicationsregel fiir 
Determinanten aus den Elementen der Colonnen zweier iden- 
tischer, aus den drei ersten Zeilen des Schemas (3) gebildeten 
Schemata gebildet, was sich folgendermassen symbolisch aus- 
driicken lasst: 



a2+62+c^ aa+bV+cc, ... 
aa-\-Vb-{-cc, a'^+&'^+c'^ ... 



f tt 



aa a ...o<"~*) 
66'6"...6(»-') 
cc c" ...d'^^^ 



aa'a"...d^^) 
66'6"...6(«-») 



.(6) 



Ein solches Product wird identisch gleich Null, wenn w > 3 
ist; daher bedingt die Gleichung (5) die Winkel zwischen den 
Kraften nur in dem Palle, wenn w^3 ist. Die obige Deter- 
minante ist symmetrisch; bezeichnet man sie also mit 2) und 
ihre Derivirte nach dem Elemente der r^^ Zeile und der 5*®" Co- 

• 

lonne mit D^^, so hat man 

Im Falle n — 1 > 3 sind die Hauptunterdeterminanten Drr, 
also auch alle Dn gleich Null. Ist dagegen n — 1^3, d. h. 
n ^ 4, so sind die Drr ini Allgemeinen nicht gleich Null, 
und die Gleichungen (4) fiihren auf die Proportionen: 

F:F' :F'':... i^"-^) = D^ iDr^'Br^:.,, Dm. (7) 

Wegen Bis = DrrDss haben alle Hauptunterdeterminanten D^, 
2)221 • • • 2)„„ dasselbe Vorzeichen. Da aber die Determinante 
Dji nach Pormel (6) ausdruckbar ist, so ist sie ein Quadrat 
oder eine Summe von Quadraten, kann also nicht negativ sein; 
sind daher die Determinanten D^, Dgg, ... Dnn nicht gleich 
Null, so sind sie sammtlich positiv. Mit Hilfe der Gleichung 
2)2^ r= BrrDsa kauu man die Proportionen (7) auch durch die 
folgenden ersetzen: 

F2^:F2^^F2^'^...F2^(»-^)=yA'i:yA~2-|/A^--.--y^^- («) 

Es lasst sich aber auch noch ein anderes System von 
Proportionen zur Bestimmung der Verhaltnisse der Krafte auf- 



■ 

f 
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stellen. Wahlt man namlicb in Gleichung (35); S. 286, fur 6 
der Einheit gleiche Strecken auf den Geraden (1), (2), . . . (w) 

und bezeichnet mit f j das relative Moment der auf den Ge- 
raden (r) und (s) gelegenen Strecken, so erhalt man die Glei- 
chungen: 

o + Qr + Qf" + ... (3 Fc-i)^^ 



(9) 



o+c)^+e)^'+-o=o. 



Eliminirt man hieraus die Grossen der Krafte, so ergiebt sich 
die Gleichung 

0. 0.0. •■■(:) 

0. 0. O.-C) 



o.o.o.-o 



0, 



(10) 



worin die Determinante links, die wir mit ^ bezeichnen, aus 
Elementen von der Form 

zusammengesetzt ist.'*') Die Determinante ^ geht nach der 



*) Nach Formal (14), S. 274, ist namlich 
Oder 

dividirt man dies durch ±: F^''"'^^ F^*~^^\ so ergiebt sich der obige Aus- 
druck fiir ( ^j. 
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Multiplicationfsregel ftir Determinanten aus den Elementen der 
beiden Schemata 



aa a . . 


. a(«-i) 




h V h" . . 


. &(«-!) 




f // 

c c c . . 


. d"" 1) 




XX'X" .. 


. . A(« 1) 






. . fi(«-i) 




vvv , 


. . i/<*-i) 





A A' A" 


. . . A(— « 




. . . ^(»-« 


vvv 


. . . v(»-i) 


aa a 


. . . a(— 1) 


h V h" 


. . . ft'"-') 


c c c 


. . . c<" 1) 



liervor, wenn man eolonnenweise multiplieirt. 

Ist w > 6, so ist die Determinante ^ identisch gleich 
Null, und folglieh giebt die Gleichung (10) dann keine Be- 

dingung fiir die relativen Momente y\ Ist dagegen n < 6, 

so ist ^ die Summe der Producte, die man dadurch erbalt; 
dass man alle Determinanten n^^ Grades^ die sicb aus den 
Zeilen des ersten Schemas bilden lassen^ mit den aus den ent- 
sprecbenden Zeilen des zweiten Scbemas gebildeten Determi- 
nanten desselben Grades multiplieirt. Nun verlangen aber die 
Bedingungen des Gleichgewichts der Kraffce, wie wir in § 66 

m 

gesehen haben, dass alle diese Determinanten w*®" Grades x^r- 
schwinden; folglieh ist die Gleichung ^ =?= nur eine Polge 
der in § 66 aufgestellten Bedingungen, denen die Geraden 
(1), (2), ... (n) geniigen mtissen. 

Da die Determinante ^ symmetrisch ist, so hat man, 
wenn ^r# die Derivirte von J nach dem Elemente der r^^ Zeile 
und der s^^ Colonne bezeichnet, ^r« = -^«r und ^^, = ^rr^s$' 

1st n — 1 > 6, so sind alle ^rr und ^rs identisch gleich 
Null. Ist aber n — 1 ^ 6, so sind im Allgemeinen nicht alle 
Jrs gleich Null, so dass die Gleichungen (7) durch die folgenden 
Proportionen ^ 



FiF'iF' : ... JP'^^-i) = ^n : ^rg : ^rs : ... ^m 



oder 



VFiVr..,, FJP^«-i) = }/^ii : l/^g i.^.y^nn (11) 

ersetzt werden konnen. 

Durch Anwendung der Gleichung (35) ergiebt sich noch 
die folgende bemerkenswerthe Eigenschaft der Geraden (1), 
(2), . . . («): 
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Wenn n Krdfte im Gleichgewicht sind, so schneidet jede Ge- 
radSy welche die BichUingslinien von n — 1 Krdften schneidet, 
anch die Bichtungslinie der noch Ubrigen rf^ Kraft, 

Schneidet namlich eine Gerade a die Bichtungslinien (1), 
(2), ... (w — 1), so hat man: 

(f) = 0, (-) - 0, . . . f r) = 0. 

hiermit geht aber (35) in die eingliedrige Gleichung 

liber y welche aussagt, dass das relative Moment ( 1 gleich 

Null ist, was erfordert, dass 6 die Gerade (w) in endlicher 
oder unendlicher Entfemung schneide. 

68. Wir werden jetzt der Beihe nach alle Palle des 
Gleichgewichts der Krafte fiir w < 6 untersuchen. 

1) n «=» 2. Es sind zwei Krdfte F und F' so m iestimmen, 

dass sie im Gleichgewicht sind und dass die Kraft F in die 
Bichtung einer gegebenen Geraden (1) fdllt. 

Infolge der Bedingung^ dass der Hauptvector B = 2VF 

und das Hauptmoment K = 2^MF gleich Null sein miissen, 
hat man 

VF+Vr = 0y MF+WF ^0, 

woraus folgt: 



VF ^ VF, MF' = - MF', 

hierzu i'st nothwendig und hinreichend^ dass die Krafte F und 

F' gleich, langs derselben Geraden (1) gerichtet und von ent- 
gegengesetztem Sinne sind; die Angriffspunkte der Krafte bleiben 
dabei willkurlich. 

Dass beide Krafte langs der Geraden (1) gerichtet sein 
miissen oder dass die Gerade (2) mit (1) zusammenfallen muss, 
ergiebt sich auch schon daraus, dass jede, die gegebene (1) 

schneidende Gerade 6 auch (2) schneiden muss. Die hier ge- 
fundene Bedingung des Gleichgewichts zweier an einem voU- 
kommen starren Korper angreifender Krafke nimmt man ge- 
wohnlich als ein Grundaxiom der Statik des starren Korpers an. 
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Aus den Zeilen des Schemas (3) lassen sich flinf un- 
abhangige Determmanten zweiten Grades bilden; indem man 
dieselben gleich Null setzt^ erhalt man die zwischen den 
Coordinaten der Geraden (1) und (2) bestehenden Gleicbungen^ 
namlich: 



aa 



= 0, 



aa 

cc 



= 0, 



aa 
kk' 



= 0, 



aa 
(1(1 



= 0, 



aa 
vv 



= 0.*) 



Diese Gleichungen driicken aber offenbar das Zusammenfallen 
der Geraden (1) und (2) aus. 

2) n = 3. Es sind drei Krafte F, F\ F' so eu bestimmen, 
dass sie im GleicJhgewichte sind und doss 0tvei von ihnen Idngs 
zwei gegebemn Geraden (1) und (2) gerichtet sind. 

Jede die Geraden (1) und (2) schneidende Gerade 6 muss 
auch (3) schneiden; dies erfordert^ dass alle drei Geraden in 
einer Ebene liegen und sich in einem Punkte in endlieher 
oder unendlicher Entfemung treffen; die Losung der Aufgabe 
ist daher nur moglich^ wenn die Geraden (1) und (2) in der- 
selben Ebene gegeben sind. 

Dnter dieser Voraussetzung kann man fur (3) jede in der 
Ebene der gegebenen Geraden (1) und (2) gelegene, durch 
ihren Scbnittpunkt hindurchgehende und nicht mit einer yon 
ihnen zusammenfallende Gerade wahlen. 

Liegt der Schnittpunkt im Endlichen^ so lasst sich die 
Grosse der Erafte folgendermassen bestimmen. 

Man nehme auf (1) eine beliebige Strecke F und eine ihr 
entgegengesetzt gleiche OA an; die letztere zerlege jtnan in 
zwei Componenten OB und OC langs den Geraden (2) und 
(3); hierauf trage man auf (2) von einem beliebigen Punkte 

aus eine Strecke F' geometrisch gleich OB auf und auf (3) 

von einem beliebigen Punkte aus eine Strecke F'' geometrisch 

gleich OC. Die drei Strecken F, F\ F" reprasentiren dann 
drei Krafte, die alien Bedingungen der Aufgabe genugen. 

Liegt dagegen der Schnittpunkt der Geraden (1) und' (2) 
im UnendlicheU; d. h. sind dieselben parallel, so kann man 

*) £s wird hier vorausgesetzt, dass die beiden GrSssen a und a 
nicht gleich Null sind. 
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fOr (3) eine beliebige^ jenen parallele und in derselben Ebene 
liegende Gerade wahlen. Nimmt man auf (1) eine willkiirliche 

Kraft F an, BO lassen sicb die beiden anderen mit Hilfe der 

Bedingungen 2? Fi^= 0, 2?JlfjP=0 bestimmen. Es sei ein 
beliebiger Punkt A der Geraden (1) der Urspning der Mo- 

mente; dann hat man MF = 0, also MF' + MF" = oder 

MF'' = — MF'y d. h. die Momente der beiden gesucbten 
Krafte miissen einander entgegengesetzt gleich sein. Dazu ist 

aber erforderlich, dass die Krafte F' und JP", die langs (2) 
und (3) wirkeu; dem Sinne nacb ubereinstimmen^ wenn (1) 
zwischen (2) und (3) liegt^ und Ton entgegengesetztem Sinne 
sind, wenn (2) und (3) auf derselben Seite von (1) liegen. 
Ausserdem miissen in beiden Fallen die Grossen der Krafte 



F' und F" ihren Armen, d. h. den Abstanden der Geraden 
(1) von (2) und (3) umgekehrt proportional sein. Endlich 

verlangt noch die Bedingung ZVF =' 0, dass im ersten Palle 
F=F' + F\ im zweiten aber F^F' — F'' oder F=F" — F' 
sei, je nacbdem (2) oder (3) der Geraden (1) naher liegt. 
Die Gleichung (5) wird 

1, cos (12), cos (13) 
cos (21), 1, cos (23) =0 
cos (31), cos (32), 1 

und driickt aus, dass die Vectoren VF, VFy VF" der drei 
Krafte in derselben Ebene liegen miissen. Man sieht leicht, dass 

2)ii = sin^(23), D^g = sin^(31), 2)33 = sin^(12) 

ist, so dass die Proportionen (8) iibergehen in: 

. VF: VF' : VF'' = sin(23) : sin(31) : sin(12). 

Wenn die Geraden (1), (2), (3) parallel sind, so nehmen die 
Proportionen (8) eine unbestimmte Form an, da D^ = 0, 
2)22 == 0, 2)33 = wird. Dann geben die Gleichungen (4) 

F+F' + r' =^0, 

wobei F, F\ F' positiv oder negativ sein konnen. 
Die Gleichung (10) wird 

2 - 0. 
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und verlangt, dass eines der relativen Momente 

0. 0. 

gleich Null sei; die Gleichung (11) zeigt aber, dass^ wenn 
eines dieser Momente gleich Null ist, alle verschwinden, d. h. 
dass alle drei Geraden (1), (2), (3) in derselben Ebene liegen 
miissen. 

Indem man die aus den Zeilen des Schemas (3) zu bil- 
denden Determinanten dritten Grades gleich Null setzt, erhalt 
man die folgenden vier Gleichungen^ die zwischen den Coor- 
dinaten der Geraden (1), (2), (3) bestehen: 



= 0. 



Man iiberzeugt sich leicht, dass die erste dieser Gleichungen 
die Bedingung ausdriickt, dass (1), (2), (3) in einer Ebene 
liegen, wahrend die iibrigen aussagen, dass diese Geraden sich 
in einem Punkte schneiden. 



aa a" 




IX'X" 




aa a 




aa' a" 


bb'b" 


-0, 


bb'b" 


= 0, 


r tr 

(1.(1(1 


-0, 


bb'b" 


cc c 




cc'c" 




c c' c" 




t ft 
VV V 



3) w = 4. Es sind vier Krafts F, F\ F'\ F'' so m 6e- 
stimmen, dass sie im GleichgetmcM sind und dass die drei ersten 
Idngs drei gegehenen Geraden (1), (J2), (3) gerichtet sind. 

Jede die Geraden (1), (2), (3) schneidende Gerade (A) 
muss auch (4) schneiden; daher muss (4) mit alien ihren 
Punkten auf dem geradlinigen Hyperboloid liegen, welches die 
Gerade (A) bei ihrer Bewegung langs (1), (2), (3) als Leit- 
linien erzeugt. Polglich reprasentiren (1), (2), (3), (4) vier 
Lagen einer Erzeugenden der zweiten Schaar jenes Hyper- 
boloids.*) 

Hat man hiernach die Gerade (4) construirt, so bleibea 
noch die Grossen der Erafte zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
zieht man durch einen beliebigen Punkt vier Gerade (1'), 
(2'), (3'), (4') resp. parallel den Geraden (1), (2), (3), (4) 
und tragt auf (1') eine beliebige Strecke OA auf, die wir als 

Vector der Ejraft F wahlen; dann zerlegt man die ihr ent- 

*) Diese Eigenschaft der RichtuDgslinien von vier im Gloicbgewichte 
befindlichen Er3.ften ist von M&bius gefunden wordeD, s. „Lehrbach 
der Statik", 1. Th., § 99 (S. 177-178). 
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gegengesetzt gleiche Strecke OB in drei Componenten 0A\ 
OA", OA'" langs den Geraden (2'), (3'), (4'). Die vier Strecken 
Oil, 0A\ OA", OA'" sind die Vectoren der gesuchten Erafte; 
tragi man also auf (1), (2), (3), (4) ihnen geometrisch gleiche 
Strecken auf , so stellen diese die Erafte selbst dar. 

Die Verhaltnisse der Vectoren ergeben sicli aus den Pro- 
portionen (8) 

VF: Vr : VF" : FF'" == Va; : YD^, : YD^,: Yd;,, 

oder aus den* Proportionen (11) 

VF: VF' : VF" : VF" =YAi '- VA2 ' V^s : V^^> 
worin 



A 



22 



A 



88 



A 



44 



=^©00 



isi Die letzten Proportionen lassen sich unter der folgenden 
Form darstellen: 






-yrcx!)]^ [(;)©]■ 



VF" : vr 

Die Determinante J in Gleichung (10) wird 

--O'Q'+Q'Q'+Q'Q' 
-^OOOO-^OOOO-^OOOC). 

was sich auch schreiben lasst: 

Aus der Gleichung J = folgt^ dass das Product 

C) Q (!) 

Somoff, Meohanik. Jl. 20 
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nicht negativ sein kann, weshalb ( ) Ij und f ) ( j dasselbe 

Vorzeichen haben miissen; daher kann der iinter dem Wurzel- 
zeichen in der ersten der Gleichungen (12) stehende Ausdruck 
nicht negatiy sein. Dasselbe gilt auch von den beiden anderen 
Wurzelgrossen in (12). 

Der Yorstehende Ausdruck fur ^ lasst sich in die folgenden 
vier Factoren zerlegen: 

[vm + vm + vm] . 

[vm - vm - vm\ . 
wm + vm - v^) 0] . 
[y G) - VQ + 1/© 0] ; 

die Gleichung z/ = fordert nun, dass mindestens einer dieser 
Factoren gleich Null sei. Der erste kann als eine Summe 
positiver Grossen nicht gleich Null sein, wenn die relativen 
Momente der Geraden (1), (2), (3), (4) nicht gleich Null sind; 
man muss daher einen der drei anderen Factoren gleich Null 
setzen, z. B.: 



1/© - yoo - 1/© c) - 0- (■») 

Dies ist die Bedingung, die zwischen den relativen Momenten 
von vier Geraden (1), (2), (3), (4) besteht, welche Erzeugende 
derselben Schaar von einem beliebigen geradlinigen Hyper- 
boloid (JET) sind. 

Es seien {A) und (B) zwei Erzeugende der anderen 
Schaar des Hyperboloids (JEf). Sind a^, a^y cc^, cc^^ die Schnitt- 
punkte der Geraden (A) mit den Geraden (1), (2), (3), (4) 
und /3i, ^27 Psf Pa ^1® ^^^ Geraden (JS) mit denselben Ge- 
raden, ist ferner (gj das relative Moment der Geraden (A) 
und (JS), so hat man: 

+ «i^i • «2i32 (2) = «i«2 • ft/^2 is) y 

+ «lft . ^3^3 (3) = a, ttg . ft /J3 (g) , 



- 307 — 

+ "ift • ^^Pa (4) = ^^4,'PlP4{s)' 

+ ttafe • «8ft (3) = «a«3 • AA(^) 7 

± a^ft • «4/'4 (4) = «2«4 • P2P4 \b) > 

+ asft • ^i/** (4) = «8a4 • ^3/54 (^) • 
Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man die relatiyen Momente 

(2)' (3)' (I)' (3)' (!)' (!) *^' ^^^ Proportionen (12) 
eliininiren; dadurch erhalt man die Yerhaltnisse der Eraffce 
ausgedriickt als Functionen der Absehnitte auf den Geraden 
(1), (2), (3), (4), {A) und (JB). 

Das ersle der Verhaltnisse (12) geht liber in 

[1 
«! tts • «! ^4 * ft ft . ft ft J * 

Zwischen den Abschnitten, welche zwei Transversalen auf vier 
Erzeugenden derselben Schaar eines geradlinigen Hyperboloids 
bilden^ besteht aber bekanntlich die Relation 

ft ft . ft ft __ ^2«3 . <^^2«4 /J^N 

ft ft ' ft ft «1 "3 ' «1 ^4 ' ^ ^ 

womit sich ergiebt: 



VF 



«! ft Ca «8 ' g» tt^ 

SSSS ■ - — • — ■ I »■■ — 



__ «ift , ft ft • ft ft 
«2 ft ft Pa • ft ft * 

Die Proportion (14) folgt, wie Mo bins gezeigt hat, aus der 
Gleichung ^ = 0.*) 

Setzt man namlieh zur Abkurzung 
«i«2 • ^3''^4 == -^1 » «! ag . ftj a^ == -^2 , a^a^ . a^ a^ = -^3 ; 

Plk • ft/'4 = -^1 ? PlPz • ft^4 = -Bg, /Jg/^S • ft ^4 = -^3 J 

80 schreibt sich die Gleichung ^ = folgendermassen : 

{A,B^ - A^B^ - A,B,y ^ 4 AB,A,B, = 0; (15) 
da nun aber 

«3«4 = + «1«4 + «1«3? 
ftft- + ftft + ftft 



*) „Lehrbuch der Statik", 1. Th. § 102 (S. 186). 

20* 
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ist, so wird 

^1 = + -^2 + -A3 , 

-Bi = + -Bg + ^8 > 
wobei die Yorzeichen in den entspreehenden Gliedern dieselben 
sein mflssen. Hiermit geht Gleichung (15) iiber in 

(A,B, + B,A,y - 4A^B,A,B, = 

oder 

(A,B,-S,A,y==0', 

hieraus folgt 



A^B^ = B2A 



2-^8 9 



oder 



A, 



was mit der Proportion (14) iibereinstimmt. 

Untersucben wir nun die Resultate^ die sich durcb Eli- 
mination der Grossen der Erafte aus den 6 Gleichgewicbts- 
bedingungen (2), S' 295, ergeben. Man erbalt dieselben, wie 
oben gezeigt wurde, wenn man die aus den Zeilen des Sche- 
mas (3) gebildeten Determinanten 4. Grades gleich Null setzt^ 
Es ergeben sich bier drei von einander unabhangige Gleichungen, 
die man in folgender Form scbreiben kann: 



aa a a 

hvrv 

r rr fff 

c e c c 
kk'X"X"' 



0, 



aa a a 
cc c c 

f ft fff 

(in n n 



= 0, 



f ^ff fff 

aa a a 

b VVb'" 

f ft fff 
cc c c 

t ff fff 
VV V V 



= 0. 



Dieselben lassen sich in Form von linearen Gleichungen be- 

der gesuchten 



zuglich der Goordinaten a'", 6'", c"\ A'", ft"', v 
Geraden (4) darstellen, namlich: 

Aa" + Bh'" + Cc" + LA'" -= 0, 
A' a"' + B'V" + Cc'" + J[f^'" = 0, 

+ C"c'" + J\^i/'" = 0. 



(16) 



Aft fff I -ntfi^'if 

A a -^ B 

fff T "' '" 

... 1/ 



Fiir variable a'", 6'", ... 1/'" stellt jede dieser Gleichungen 
einen Liniencomplex dar; die Gerade (4) ist daher ein ge- 
meinsamer Stral dieser drei Complexe. 

Alle gemeinsamen Stralen der drei Complexe sind Er- 
zeugende des Hyperboloids (H). Zu den Erzeugenden der- 
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selben Schaar gehoren auch die g^gebenen Geraden (1)^ (2), 
(3), da ihre Coordinaten den Gleichungen (16) genugen. Man 
kann sie als Leitlinien zur Construction des Hyperboloids (£f) 
wahlen. 

Bezeicbnen x, y, die Coordinaten eines Punktes der 
Geraden (4), so bat man: 

X =c y — iS, ft = a z — c X, V =o x--a y, (17) 

Substituirt man diese Grossen fiir A'", ft'", i/'" in die Glei- 
chungen (16), so folgt: 

Aa'' + {B - Lz)V" + {0+ Ly)r = (», 
(A' + Mz)a" + 5'6'" + (C - Mxy = 0, (18) 
{A" - Ny)a''' + (B" + Nx)^' + CT =0; 

hieraus ergiebt sich durch Elimination von a'", 6'", c'" als Glei- 
chung des Hyperboloids (JST): 

A, B-Lz, C-fLy 

A' + Mz, B\ C' — Mx=0. 

A'-Ny, B" + Nx, 0" 

Eliminirt man aus den Gleichungen (16) in Verbindung mit 
der zwischen den Coordinaten der Geraden (4) bestehenden 
Gleichung 

a A. +^f* -\- c V =0 
die Grossen A'", ft'", v'\ so ergiebt sich eine Gleichung, die 
nur a'", 6"', c" als Unbekannte enthalt, n'amlich: 

L^" +m\ +n' ^ (19) 

es ist dies die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung, dessen 
Spitze der Ursprung und dessen Erzeugende derjenigen 
Schaar von Erzeugenden des Hyperboloids (JEf) parallel sind, 
zu der die Geraden (1), (2), (3) gehoren. 

Bestimmt man nun drei reelle Grossen a"', 6'", c'", die 
der Gleichung (19) geniigen, setzt sie in die Gleichungen (16) 
ein und entwickelt die entsprechenden Werthe von A'", ft'", i/'", 
so hat man hiermit alle sechs Coordinaten der gesuchten Ge- 
raden (4). Substituirt man diese Coordinaten in die Glei- 
chungen (17), so erhalt man hiermit die Gleichungen der Ge- 
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raden (4). Man kann dann die Yerhaltnisse der Erafte zu 
bihander und ihfe Yorzeichen aus den dtei Gleichttngen 

aF + a'r + a"r' + a"'F"' = 0, 
bF + b'F' + b"F" + b"'F" = 0, 
cF+e'F' + c"F' + c"'if"".= 

finden, aus welchen folgt: 



F:F':F":F"' = 



Die Yorzeichen der Determinanten bestimmen die Yorzeichen 



/ ff fff 

a a a 

r ft nt 

c c c 


» 
• 


aa a 


• 
• 


aa a 

bb'b'" 

cc'c"' 


• 
• 


aa a 
ccc" 



der Krafte F, F\ F'\ F"\ Jene Determinanten sind resp. gleich 

±i/a;, ±v^, +i/a^, ±v^, 

womit die letzten Proportionen in die Proportionen (8) uber- 
gehen. 

Beachtung verdienen einige Specialfalle der Bestimmung 
von vier im Gleichgewieht befindlichen Eraften. 

a) Zwei der gegebenen Geraden^ (1) und (2), liegen in 
einer Ebene, die aber die dritte, (3), nicht enthalt. Da jede 
durch den Schnittpunkt von (1) und (2) gehende und die (3) 
schneidende Gerade auch (4) scbneiden muss, so muss diese 
letztere in der durch (3) und den Schnittpunkt von (1) und 
(2) gehenden Ebene liegen. 

6) Die drei gegebenen Geraden (1), (2), (3) liegen sammt- 
lich in einer Ebene. Da jede in dieser Ebene gezogene Gerade 
auch (4) schneiden muss, so liegt letztere in der Ebene der 
Geraden (1), (2), (3). 

In diesen beiden Fallen lassen sich die Krafte F^ F\ 
F'\ F" folgendermassen bestimmen. 

Man legt eine Gerade {A) durch den Schnittpunkt von 
(1) und (2) und durch den von (3) und (4);*) hierauf be- 

stimmt man drei im Gleichgewichte befindliche Krafte F^ F' 
P, deren Richtungslinien (1), (2), {-4) sind; ebenso drei Krafte 

jF", F"\ P', die im Gleichgewichte sind und langs (3), (4), 



*) Dabei sind die Falle, wo einer dieser Punkte oder beide ins Un- 
endliclie fallen, nicht ausgeschlossen. 
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(A) wirken, wobei man die Eraffc 2^ der Kraft P entgegen- 

gesetzt gleich wahlt. Da sich die Erafte P und P' aufhebeo, 

so miissen die vier Krafte jF, jF', F\ jP"' im Gleichgewicht 
sein; dieselben erfallen aber auch die Bedingung, dass die drei 
ersten von ihnen langs (1), (2), (3) gerichtet sind. 

4) w = 5. Es sind fiinf Krafte F, F, F^, W\ F^ so 
zu bestimmm, dass sie sich im Gleichgewicht hefinden und dass 
die vier ersten Icings den Geraden (1), (2), (3), (4) gerichtet sind, 

Nehmen wir zunachst an, dass die gegebenen Geraden 
zwei reelle Transversalen (-4) und {A') haben. Wie fruher 
bewiesen, muss jede der beiden Geraden {A) und {A') die 
Gerade (5) schneiden; man kann daher fur (5) jede Trans- 
yersale von {A) und {A) wahlen. 

Um die Geraden {A) und {A') zu finden^ muss man die 
Schnittpunkte der Geraden (4) mit dem geradlinigen Hyper- 
boloide {H) bestimmen^ das durch die Bewegung einer Ge- 
raden langs den drei Leitlinien (1), (2), (3) entsteht^ und durch 
diese Schnittpunkte zwei Erzeugende des Hyperboloids, d. h. 
zwei Gerade ziehen, welche die Geraden (1), (2), (3) schneiden. 

Es kann vorkommen, dass die beiden Schnittpunkte der 
Geraden (4) mit (JET) in einen einzigen zusammenf alien; dann 
fallen auch {A) und {A') in eine Gerade und ihre Schnitt- 
punkte mit (5) in einen Punkt; daher wird (5) zu einer Tan- 
gente des Hyperboloids {H). In diesem Falle hat man fiir 
(5) eine beliebige Gerade zu wahlen, die das Hyperboloid {IT) 
in einem der Punkte der die Geraden (1), (2), (3), (4) schnei- 
denden Doppelgeraden {A) beruhrt. 

Denken wir uns nun femer ein geradliniges Hyperbo- 
loid {H'\ das durch Bewegung einer Geraden laugs (2), 
(3), (4) als Leitlinien erzeugt ist. Da die Geraden (A) und 
{A') auf diesen Leitlinien liegen, so sind sie gewisse Lagen 
der Erzeugenden von (JEf') und liegen daher in alien ihren 
Punkten auf diesem Hyperboloid. 

Im Falle des Zusammenfallens der Geraden {A) und (A) 
in eine einzige Gerade (A) haben die Hyperboloide (JEf) und 
{H') in jedem Punkte der Doppelgeraden {A) eine gemein- 
same Tangentenebene. 
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Man kann die Gerade (5), welche {A) und {A') schnei- 
den soil, einer der weiteren Bedingungen unterwerfen: a) durch 
einen gegebenen Punkt M zu gehen, 6) einer gegebenen Ge- 
raden {B) parallel zu sein, c) in einer gegebenen Ebene (P) 
zu liegen. 

Fallen {A) und (A!) nicht zusammen, so ist bei der ersten 
dieser Bedingungen' die Gerade (5) die Schnittlinie der durch 
jene Geraden und den Punkt M gehenden Ebenen; bei der 
zweiten Bedingung bestimmt sich (5) als Schnittlinie der durch 
{Al) und (^') parallel zu {B) gelegten Ebenen; endlich bei der 
dritten Bedingung hat man fiir (5) die Verbindungslinie der 
Schnittpunkte der Geraden {A) und {A') mit der Ebene P 
zu nehmen. 

Fallen jedoch die Geraden {A) und {A') in eine {A) zu- 
sammen, so hat man im ersten Falle fur (5) die Verbindungs- 
linie des Punktes M mit dem Beriihrungspunkte der durch M 
und (A) gehenden Ebene mit dem Hyperboloide (JET) oder (jff') 
zu nehmen; bei der zweiten Bedingung die Gerade, die man 
durch den Beriihrungspunkt der durch (A) parallel {B) ge- 
legten Ebene mit (JET) oder {H') parallel zu (jB) legen kann; 
bei der dritten die Schnittlinie der Ebene P mit der Beriih- 
rungsebene von (JET) oder {H') im Schnittpunkte der Geraden 
{A) mit der Ebene (P). 

Hat man einmal die Gerade (5) gefundeh, so lassen sich 

die Krafte F, F\ F\ F'\ F^^ folgendermassen bestimmen. 
Durch den Schnittpunkt von {A) tmd (5) zieht man die 
Erzeugende (C) der Schaar (1), (2), (3) des Hyperboloids {H) 
und die Erzeugende (C) der Schaar (2), (3), (4) des Hyper- 
boloids (fi'); dann bestimmt man in derselben Weise, wie bei 

dem vorigen Falle {n = 4) gezeigt wurde, vier Erafte Fy P, 

Q, R, so dass sie sich im Gleichgewicht befinden und langs 
den Geraden (1), (2), (3), (0) resp. gerichtet sind, wobei man 
den Schnittpunkt der Geraden {A) und (5) als x4.ngriffspunkt 

der Eraft R wahlt. 

Da die Gerade (5) mit (C) und (C) in derselben Ebene 
liegt, namlich in der durch {A') gehenden Ebene oder in der 
Beriihrungsebene von (JET) und (H'), so lassen sich langs den 
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drei Geraden (5), (C), (C), die sich in einem Punkt schneiden^ 

drei Krafte B, W, F^ so anbringen, dass J^ = ^+ ^' wird. 

Nun fugt man zu der Kraft R' drei Krafte P^, ©', ^"' 

hinzu^ die mit R' im Gleichgewiclit und langs den Geraden 
(2), (3), (4) gerichtet sind; dabei wahit man als Angriffs- 

punkte von P und Q' die von P und Q, Dadurch erhalt 
man nunmehr zwei Systeme von Kraften 



F, P, Q, R und r,-Q\ F"\ R\ 

die im Gleichgewiehte sind; diese beiden Systeme bilden zu- 
sammen das'eine Kraftesystem 



i^,jF' = P+P', r' = Q + Q\ r'\ F'^ = R + R\ 

das gleicbfalls im Gleichgewicht ist und dessen Krafte langs 
den Geraden (1), (2), (3), (4), (5) gerichtet sind. 

Giebt es keine reellen Transversalen {A) und (-4.') fUr 
die gegebenen Geraden (1), (2), (3), (4), so kann man die 
gesucbten fiinf Krafte in folgender Weise construiren. 

Man zieht eine Gerade (G^), die die Geraden (1), (2), (3), 
schneidet, d. h. eine Erzeugende des Hyperboloids (JEf) ist, und 
eine Gerade {G'), die (2), (3), (4) schneidet, also eine Er- 
zeugende des Hyperboloids {H') ist. Endlich denke man sicb 
eine die Geraden (G) und {G') schneidende Gerade (i). Diese 
letztere schneidet das Hyperboloid (fl^) in einem Punkte der 
Geraden (G) und ausserdem in einem gewissen zweiten Punkte 
(m); ebenso schneidet (L) das Hyperboloid (jff') einmal in 
einem Punkte der Geraden (6r') und ausserdem in einem ge- 
wissen zweiten Punkte (wi'). Durch (m) zieht man die zu 
derselben Schaar wie {G) gehorige Erzeugende (J) des Hyper- 
boloids {H) und durch (w') die zu derselben Schaar wie {G') 
gehorende Erzeugende {!') von {H'), Dadurch erhalt man 
zwei Gerade {Gf) und (J), die die vier Geraden (1), (2), (3), 
(i), und zwei andere {G') und (/'), die die vier Geraden (2), 
(3), (4), (L) schneiden. Nunmehr bestimmt man noch zwei 
Hilfsgerade {K) und {K) so, dass {K) die Geraden {G) und 
(J), {K') aber die Geraden {G') und (J') schneidet und dass 
sie iiberdiess die eine der drei folgenden Bedingungen erfUllen: 
a) dass sie durch einen gegebenen Punkt M gehen, i) dass 



- 314 - 

sie einer gegebenen Geraden {B) parallel seien^ oder c) dass 
sie in einer gegebenen Ebene (P) liegen. 

Nach dem im Vorigen fiir den Fall der Existenz der bei- 
den Transversalen (A) und (A') gegebenen Verfahren bestimmt 
man nun fiinf Eraffce 



F, P, Q, R, S, 
die im Gleichgewichte sind und in die Richtungen der Geraden 

(1), (2), (3), (i), {K) 
fallen; ebenso bestimmt man funf Erafte 



P', Q', F'", B', S', 
die im Gleichgewicht und langs den Geraden 

(2), (3), (4)^(i), iK') 

gerichtet sind, wobei man fur JB' die der Kraft jB entgegen- 
gesetzt gleiche wahlt und die Krafte P' und Q' an denselben 
Punkten wie P und Q angreifen lasst. Die Krafte R und R' 
sind fiir sich im Gleichgewicht; P und P' setzen sich zu einer 
Krafk F' = P -{- P' zusammen, die langs der Geraden (2) 
gerichtet ist; ebenso vereinigen sich Q und Q' zu einer Kraft 

F" == ^ + g' langs (3). Die Krafte (8) und (S') kann man 
im Falle, dass die Geraden (K) und (K') sich in endlicher 
EntfemuDg schneiden, im, Schnittpunkte dieser Geraden an- 
greifen lassen und dann durch eine Einzelkraft F^^ = S -{' S' 
ersetzen, die langs einer gewissen Geraden (5) gerichtet ist, 
welche in der Ebene der Geraden (K) und {K') liegt. Sind 

aber (K) und (K') parallel, so halt den Kraften S und S' 

eine Kraft — (S •4- S') Gleichgewicht, die gleich ihrer geo- 
metrischen Summe und langs einer gewissen, den Geraden 
(K) und (JE") parallelen und mit ihnen in derselben Ebene 
gelegenen Geraden (5) gerichtet ist. Polglich kaun man die 

Krafte S und S' durch eine einzige F^^ == fif -j- 5" langs der 
Geraden (5) ersetzen. 

Man erhalt in dieser Weise jedenfalls fUnf Krafte] 



F, F\ r\ F"\ F'"", 
die im Gleichgewicht und langs den Geraden 
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(1), (2), (3), (4), (5) 
gericbtet sind. Diese Methode der Bestimmung von fUnf im 
Gleichgewichte befindlichen Kraften lasst sich auch anwenden, 
wenn die Trans versalen (A) und (A') existiren. 

Aus der Construction der Geraden (K) und {K') sieht 
maU; dass sie Stralen eines Liniencomplexes [K] sind^ der 
dadurch bedingt ist, dass die Geraden (1), (2), (3), (4), (L) 
ihm als Stralen angehoren miissen. Yertauscht man (G) und 
(G') mit zwei anderen Erzeugenden (G^) und (6r',) der Hyper- 
boloide (JEf) und (H') und construirt mit ihrer Hilfe die Ge- 
raden (Jj), (-T,), (ij), welche die neuen Lagen der Geraden 
(7), (/'), (L) darstellen, so kann man vermittelst der f&nf 
Stralen (1), (2), (3), (4), (ij) einen neuen Complex [JSTJ bestim- 
men, sowie zwei seiner Stralen {K^) und (Jf,), die {K) und 
(K') ersetzen; dabei kann eine der drei oben erwahnten Ne- 
benbedingungen, ganz wie bei der ersten Bestimmungsweise, 
unverandert bestehen bleiben. Hierauf kann man mit Hilfe 
der Geraden 

(1), (2), (3), (4), (Z,), (K,), {KD 



dieselben Erafte F, F\ F"y F"\ F^^ bestimmen, die Ijings 
den Geraden (1), (2), (3), (4), (5) im Gleichgewieht sind, 
Dabei ist (5) die Schnittlinie der Ebene der Geraden {K) und 
{K') mit der Ebene der Geraden {K^ und {K[)\ mithin ist 
(5) ein Stral der Congru«iz, welche die gemeinsamen Stralen 
der beiden Complexe [K'\ und [K^ bilden. 

Die Gleichungen der Congruenz, unter deren Stralen die 
Gerade (5) gewahlt werden muss, erhalt man dadurch, dass 
man die beiden aus den Zeilen des Schemas (3) gebildeten 
Determinanten 5. Grades gleich Null setzt, also: 



' ff frf TV 

aa a a a'^ 
c c c c r ^ 

/ /' fff TV 



= 0, 



/ // ftf rir 

aa a a a^^ 
hVV'V''¥^ 

/ ft rff T-tr 

cc c c c'^ 

f ft fff fir 
11(1 (I ft (l^*^ 

f tf frf TV 

V V V V V 



= 0; 



dies lasst sich auch schreiben: 

Aa''' + B¥'' + Cc^'' + LX'"" + Myi"" = 0, 
A' a"' + E'V"" + CV + JJf'ft^'' + Nv'^^Q. 



(a) 



:^^^: 


ylV 






y z 


• 


Z X 


• 


X y 


Vi ^1 


• 


Zi Xi 


• 


^iVi 
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Soil die Gerade (5) einer gegebenen Geraden {B) parallel 
sein, so hat man in diesen Gleichungen fiir a^^, V^, c^^ die 
Cosinus der Winkel zu nehmen, welche (B) mit den Coordi- 
natenaxen bildet. Sind x, y^ z die Goordinaten eines beliebi- 
gen Punktes der Geraden (5), so hat man: 

Setzt man diese Werthe von A^^, ^^^, v^^ in die Gleichungen 
(a) ein, so ergeben sich die Gleichungen der beiden Ebenen^ 
deren Schnittlinie die Gerade (5) ist. 

Nimmt man als Nebenbedingung fur die Gerade (5) an, 
dass sie durch einen gegebenen Punkt M (x^, y^ z^) gehen 
soil, und bezeichnet die Coordinaten irgend eines anderen Punktes 
von (5) mit x, y, z, so hat man: 

= (x- x^) : (y - yj : {z - z^) : 

Mit Hilfe dieser Proportionen kann man aus den Gleichungen 
(a) die Unbekannten a^^, V^j c^^, A^^, ft^^, v^^ eliminiren, 
wodurch man zwei Gleichungen mit x, y, z als Variablen er- 
halt; es sind wieder die Gleichungen zweier Ebenen, die sich 
in der Geraden (5) schneiden, namlich: 

(A - Mz,)x + (B + Lz,)y + (C - Ly, + Mx,)z 

= Ax,+By, + Cz,, (i) 

(A' + Ny^ — M'z^)x + (B' - Nx^)y + (C" + M'x,)z 

= A'x, + B'y, + C'z, . (c) 

Wahlt man endlich als Nebenbedingung die, dass die 
Gerade (5) in einer gegebenen Ebene (P) 

ax -{- Py -\- yz = 8 (d) 

liegen soil, so kann man zwei Punkte der Geraden (5) be- 
stimmen, namlich die NuUpunkte der Ebene (P) in den beiden 
Complexen (a), Betrachtet man x^, y^, z^ in Gleichung (6) als 
Coordinaten des Nullpunkte3 der Ebene (P) im ersten Complexe, 
so ergeben sich die Gleichungen zur Bestimmung dieser Coor- 
dinaten, wenn man die Bedingung ausdriickt, dass die Glei- 
chungen (6) und (d) beziiglich x^ y, z identisch sein miissen, 
namlich: 
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(A-^ M0^) :{S + Lz,): (C+ Mx, — Ly,) : (Ax, + Sy, + Cz,) 

= a : /3 : y : d . 

Ebenso findet man, wenn x[, y[, z\ die Coordinaten des Null- 
punktes der Ebene P in dem 2. Complexe (a) sind, zur Be- 
stimmung derselben die Proportionen: 

{A+Ny\ - M'/MS'-Nx\):iC'-\-M'x\):iA'x\ + S'y\+C'e\) 

= a : /3 : y : d. 
Hat man die Lage der Geraden (5) bestimmt^ so lassen sich 
die Grossen der Erafte F, F\ . . . F^^ aus den Gleichungen 

2:aF=0y UhF^O, EcF=0, i:XF = 0, UiiF^O 

ableiten. Wenn A die Determinante bezeichnet, welche die liuke 
Seite der ersteu Gleichung unter (a) ausmacfat, und Atm ihre 
Derivirte nach dem Elemente der r^^ Horizontal- und der s^^ 
Verticalreihe, so hat man: 

FiF'i F" : F"' : F'^ = ^, i : ^,2 : As : ^4 : As • 
Die Beziehungen zwischen den Vectoren der Krafte ergeben 
sich aus den Proportionen (11), S. 300. 

5) w = 6. Es sind seeks Krafte F, F\ . . . F^ so zu he- 
stimmen, dms sie im Gleichgewidit sind und doss die ersten 5 
langs gegebenen Geraden (1), (2), ... (3) gevichtet sind. 

Wie in § 67 bewiesen, miissen die Bichtungalinien von 6 
im Gleichgewichte befiudlichen Eraften sammtlich Stralen 
eines und desselben Complexes sein. Man kann dafaer fiir di^ 
gesuchte Gerade (6) jeden Stral des durch die 5 gegebenen 
Geraden (1), (2) . . (5) bestimmten Complexes [K} wahlen. 
Dabei kann man diese Gerade (6) noch einer der folgeuden 
Nebenbedingungen unterwerfen: a) durch einen gegebenen 
Punkt M zu gehen, h) einer gegebenen Geraden {B) parallel 
zu sein, c) in einer gegebenen Ebene (P) zu liegen. Diese 
Bedingungen sind jedoch noch nicht geniigend zur voUstan- 
digen Bestimmung der Lage der Geraden (6). Bei der ersten 
Bedingung kann man namlich fiir (6) jeden durch den Punkt M 
hindurchgehenden Stral des Complexes [K^ wahlen; bei der 
zweiten Bedingung jeden der Geraden (JB) parallelen Stral von 
\Ky^ endlich bei der dritten jeden in der Ebene (P) ge- 
legenen Stral des Complexes, d. h. jede in dieser Ebene durch 
deren Nullpunkt gelegte Gerade. * 
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Die Losung des yorliegenden Problems uber das Gleich- 
gewicht yon 6 Eraften lasst sich auf die Bestimmung zweier 
Kraftesysteme zuriickfilhren, die je 5 Erafte enthalten und 
jedes fiir sich im Gleichgewichte sind. 

Zu diesem Zweck bildet man aus den gegebenen 5 6e- 
raden (1), (2), (3), (4), (5) zwei Gruppen von je vieren, z. B. 

(1), (2), (3), (4) und (2), (3), (4), (5) . 

Man bestimmt nun (nach dem Verfahren fiir den Fall w =* 5) 
fiinf im Gleichgewicht befindlicbe Krafle 

derart, dass die 4 ersten langs den 4 Geraden der ersten 
Gruppe geriehtet sind; ebenso bestimmt man 5 im Gleich- 
gewicht befindliche Krafte 



P', Q\ B\ F'y, 8\ 

so dass die 4 ersten langs den Geraden der zweiten Gruppe ge- 
riehtet sind und dass die Eraffc S' derselben Nebejibedingung^ 
wie S unterworfen isi Infolge dessen werden die Bichtungs- 
linien (i) und (i') von S und S' in dieselbe Ebene fallen. 
Ffir die langs der Geraden (2) gerichteten Krafte P und F 
kann man einen gemeiuschaftlichen Angriffspunkt wahlen 
und diese Erafte in eine einzige F' =^P -^-P' zu3ammensetzen. 
Ebenso kann man die Erafte Q und Q\ sowie B, und R 
an je einem Punkt angreifen lassen und zu je einer Eraft 
F" = C + C resp. F'" =^ II -{- R' zusammensetzen. Fiir das 
Gleichgewicht der in derselben Ebene liegenden Erafte S und 8' 
ist eine ihrer geometrischen Summe entgegeugesetzt gleiche 
Eraft erforderlich, dereu Bichtungslinie sich wie im Falle w = 3 
bestimmt) so dass sich auch die Erafte S und S' durch eine 
Eraft F^ =S -\'S' ersetzen lassen. Man hat somit sechs Erafte 
F, F, F, F^, F^^, T^ im Gleichgewichte, von denen die 
fiinf ersten langs den gegebenen Geraden (1), (2), (3), (4), (5) 
geriehtet sind. 

Die Grossen der Erafte S und S' sind willkiirlich*, daher 
kann die Gerade (6) bei unveranderter Lage der Geraden (L) 
und (L') unendlich viele Lagen in der Ebene von (L) und 
(U) habeU; muss aber durch deren Schnittpunkte hindurchgehen. 
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Haben die Geraden (1), (2), (3), (4) zwei reelle Trans- 
yersalen (A) und (B) und die Geraden (2), (3), (4), (5) zwei 
reelle Transversalen {A') und (B'), so schneidet (L) sowohl 
(A) als {B\ {L') aber {A') und {B'). In diesem Falle kann 
man also die Lage der Geraden {L) und {V) direct bestim- 
men^ nachdem man eine der oben aufgefiihrten Nebenbedin- 
gungen fur (6) angenommen hat Jede dieser Bedingungen 
erfordert, dass (Z) und {U) in derselben Ebene liegen. Jede 
in dieser Ebene liegende und durch den Schnittpunkt von (Z) 
und {L') gezogene Gerade kann man fQr (6) wahlen. 

Wenn jede der Combinationen von je vieren der gege- 
benen fiinf Geraden (1), (2), (3), (4), (5) reelle Transversalen 
zulasst, so lassen sich ftnf Gerade (i), {L'\ {L"\ (i"'), (i^O 
bestimmen^ ,die die Eigenschaft haben, dass jede von ihnen die 
Transversalen einer der Combinationen schneidet und liberdies 
die fttr die Gerade (6) aufgestellte Nebenbedingung erfullt. 
Combinirt man diese Geraden zu je zweien, so kann man aus 
jeder dieser Combinationen die Lage einer und derselben Ge- 
raden (6) bestimmen. Hieraus folgt; dass die fiinf Geraden 
(i), {L')j (i")> C^'")? {^^^) sammtlich in einer Ebene liegen 
und sich in einem und demselben Punkte in endlicher oder 
unendlicher Entfemung schneiden miissen. Dieser Satz ruhrt 
von Sylvester her.*) 

Im Falle n = 6 ist in dem Schema (3) die Anzahl der 
Zeilen gleich der der Golonnen^ so dass dasselbe nur eine De- 
terminante liefert; setzt man dieselbe gleich Null, so ergiebt 
sich eine Gleichung von der Form: 

Aa^ + BV + Cc^ + iA^ + Mii^ + Nv^ = 0; (a) 
diese Gleichung zwischen den Coordinaten der Geraden (6) 
reprasentirt den Liniencomplex [K], Unterwirft man die .Ge- 
rade (6) der Nebenbedingung, durch einen gegebenen Punkt 
M {Xij y^y 0^) zu gehen, so findet man leicht die Gleichung 
der Ebene, die alle La^en der Geraden (6) enthalt. Man 
braucht dazu nur in Gleichung (a) fQr die Coordinaten der 
Geraden (6) die ihnen proportionalen Grossen 

*) J. J. Sylvester: „Sur rinvolution des lignes droites dans Tespace 
consid^r^es comme des axes de rotation." Comptes rendns des stances 
de TAcad. des sciences (Paris 1861), T. 52. Siehe auch Eiuematik S. 383. 
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einzusetzen, wenn x, y^ die yariablen Coordinaten eines be- 
liebigen Punktes der Geraden (6) bedeuten. So erhalt man 
die Gleichung: 

{A^M0, + Ny,)x+(B^Nx, + L0,)y + (C^Ly, + Mx,)z 

= Ax, + By, + Cz, . (6) 

1st die Nebenbedingung die^ dass die Gerade (6) einer gege- 
benen Geraden (B) parallel sein soil, so hat man fur a^, h^y c^ 
die Cosinus der Winkel zu setzen, welche (B) mit den Coordi- 
natenaxen bildet^ und die Grossen X^y (i^, v^ so zu bestim- 
men, dass sie der Gleichung (a) und der Gleichung 

genUgen. 

Setzt man in Gleichung (a) 
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SO ergiebt sich als Gleichung der, alle Lagen der Geraden (6) 
enthaltenden Ebene die folgende: 

{m^-Mc'')x+{Ix^-Nay) + {Ma^-Lb^)=Aa^+Bl''+Cc^. 

1st endlich die Nebenbedingung die, dass die Gerade (6) 
in einer Ebene (P) 

cix+ fiy + yz = 8 (c) 

liegen soil, so ergeben sich die Coordinaten des Punktes, durch 
welchen die Gerade (6) gehen muss, indem man die folgenden 
Gleichungen nach ar^, y^, z, auflost: 

{A-Mz,+Ny,) : {B-~Nx,+Lz,): (C-Ly,+Mx,):{Ax,+By,+ C^,) 

= a : ^i y : d] 

dieselben driicken die Bedingung aus, dass die Gleichungen 
(6) und (c) in X, y, z identisch sind. Der Punkt (x,, y,y z,) 
ist der NuUpunkt der Ebene (P) und jede in dieser Ebene 
durch ihn gezogene Gerade kann fiir (6) gewahlt werden. 

Kennt man die Coordinaten der Geraden (6), so kann 
man die Yerhaltnisse der Xrafte aus den Gleichungen (2) er- 
halten. Bezeichnet A die Determinante (3) und Ar^t ihre 
Derivirte nach der r^^ Horizontal- und s^'^ Verticalreihe, so 
hat man: 
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Die Verhaltnisse der Vectoren der Erafte ergeben sich wieder 
aus den Proportionen (11). 

69. Untersuchen wir nun das Gleichgewicht eines Krafte- 
systems, bei dem die Anzahl der Krafte grosser ist; als sechs. 

Bestimmen wir zunacbst sieben Krafte F^ F\ . . , F^^j so 
dass sie im Gleicbgewicht sind und dass die ersten sechs langs 
sechs gegebenen Geraden (1), (2), (3), (4), (5), (6) gerichtet 
sind. In diesem Falle kann die Bichtungslinie (7) der letzten 
Kjaft F^^ jede beliebige Lage im Baume haben; denn die 
sechs Gleichungen (2), S. 295, bestehen jetzt gleichzeitig bei 
beliebigen Werthen der Grossen a% 6^^, c^\ X^^, (i^^, v^^ , 
die die Bedingung 

erfuUen. 

Bezeichnen A^^ A^, ... A^ die Determinanten sechsten 
Grades^ die man dadurch erhalt, dass man in dem Schema (3) 
der Reihe nach je eine Verticalreihe weglasst, so hat man: 

F: F' iF" :... F^^ = A^ : A^: A^: . . . Aj. 

Auch hier ergeben sich die Verhaltnisse der Krafte wieder 
aus den Proportionen (11). 

Das gesuchte System der sieben Krafte lasst sich folgen- 
dermassen construiren. 

Man wahlt die Gerade (7) willkurlich, nimmt auf ihr einen 
Punkt M an und construirt die Ebene (P), deren NuUpunkt 
in Bezug auf den von den fiinf Stralen (1), (2), (3), (4), (5) 
bestimmten Complex [K] der Punkt M ist, sowie die Ebene 
(P'), die in Bezug auf den von den fiinf Stralen (2), (3), 
(4), (5), (6) bestimmten Complex [K'] den Punkt M zum NuU- 
punkt hat. Nun bestimmt man die Schnittlinien der Ebenen (P) 
und (P') mit einer beliebigen durch die Gerade (7) gelegten 
Ebene Q] es sei (A) die Schnittlinie von (P) und (Q), (A') 
die von (P') und (Q), Hierauf bestimmt man nach dem vori- 
gen § sechs Krafte 



F, P, Q, R, S, T, 

Somoff, Mechanik. n. 21 
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die langs den Geraden (1), (2), (3), (4), (5), (A) im Gleich- 
gewicht sind; und ebenso seelis Erafte 

F, ^, F, W, T^, r, 

die langs (2), (3), (4), (5), (6), {A!) im Gleichgewicht sind, wobei 
man T und T' so wafalt^ dass sie in M angreifen und sich 
in eine langs (7) gerichtete Kraft F^^ =» T + T' zusammen- 
setzen lassen. Diese beideu Systeme bilden offenbar zusammen 
ein System von sieben Kraften 



F, r = P+ P% F" = Q + Q\ F"' = R + E\ 

'F^=S+S',F^,F^=^'f+r, 
die im Gleichgewicht und langs den Geraden 

(1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) 

gerichtet sind. 

1st die Anzahl n der Erafte, die im Gleichgewicht sein 
soUen, grosser als sieben , so sind die Bichtungslinien und 
Grossen von zwei oder mehr Kraften willkurlich. 

Hat man die Bichtungen und Grossen der Krafte 

JPVT 'pvil ^ ^ ^ p(n - 1) 

willkurlich angenotnmen, so kann man auch die Bichtungs- 
linien (1), (2), (3), (4), (5), (6) der sechs ubrigen Krafte will- 
kUrlich wahlen. Hierauf lassen sich, da man die Coordinaten 
der Bichtungslinien aller Krafte kennt, mit Hilfe der Glei- 
chungen (2) die Grossen der sechs Krafte F, F\ . . . F^ als 
lineare Functionen der gegebenen Krafte darstellen. Diese 
sechs Krafte lassen sich folgendermassen construiren. 

Man besiimmt, wie oben gezeigt wurde, sieben Krafte 



^u F%y -fsj -^4; -^6; -^6? F^^ 

die langs den Geraden 

(1), (2), (3), (4), (5), f6), (7) 
im Gleichgewicht sind; femer sieben Krafte 

F' F' F' F' F' F' F^^^ 
die langs den Geraden 

(1), (2), (3), (4), (5), (6), (8) 

im Gleichgewicht sind, u. s. f.; endlich sieben Krafte 



— 323 — 

F(n-7) p(n-V F(n-1) V(n-7) Win-1) W{n-1) Vin-l) 

die gleichfalls im Gleichgewicht sind und zwar langs den 6e- 
raden (1), (2), (3), (4), (5), (6), (n); hierauf setzt man die 
langs derselben Geraden gerichteten Krafke zasammen^ wodurch 
man die Krafte 



f=f, + f; + .^ 


. F(n-7) 


r = F, + F^ + .. 


. F{n-7) . 


F^ = F, + F^ + . 


. . F(»-7) 

■^ 6 



erhalt, die mit den Kraften F^^, F^", . . . i^<""-i) im Gleich- 
gewicht sind. 



Capitel V. 



Aequivalenz der auf ein unyeranderliches Punktsystem wirkenden Krafte. 
— Reduction eines KrSfteBystems auf eine oder zwei Er&fte. — Specielle 

F9.11e der Aequivalenz der Er&fte. 

70. Zwei Eraffcesysteme heissen dqxiivalent^ wenn jedem 
Yon ihnen ein und dasselbe Eraftesystem Gleichgewicht halt. 

Den einfachsten Fall der Aequivalenz bieten zwei Erafte 
dar, die einander geometrisch gleich und langs derselben Ge- 
raden gerichtet sind, aber an verschiedenen Punkten angreifen. 
Zwei solche Erafte sind aquivalent^ da eine .und dieselbe, 
ihnen entgegengesetzt gleiche und langs derselben Geraden 
gerichtete Erafi; jeder von ihnen Gleichgewicht halt. (Siehe 
§ 67, Fall n = 2.) 

Wenn zwei Eraftesysteme (a, o', . . .) und (6, V, . . .) 
zusammen ein System von im Gleichgewicht befindlichen Eraften 

(a, a'y ... h, b', . . .) bilden, so bilden die den Eraften des 
zweiten Systems entgegengesetzt gleichen und langs denselben 

Geraden wie jene gerichteten Erafte ( — h, — 6', . . .) ein dem 

ersten aquivalentes System; denn das System (6, 6', . . .) halt 
jedem von ihnen das Gleichgewicht. Hat man z. B. nach den 
im vorhergehenden Capitel dargelegten Methoden im Gleich- 
gewicht befindliche Erafte F, F\ ... i^"~* bestimmt, so kann 

man zwei aquivalente Systeme 

21* 
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bilden, indem man die Krafte F^"'^ i<'(nH-i)^ . . . durch die 
ihnen entgegengesetzt gleicfaen und langs deuselben Geraden 
(m + 1), (w + 2), ... (n) gerichteten Krafte ersetzt. 

Im Falle w = 3 sind die Krafte F, F' einer einzigen 

— F'' aquivalent, deren Richtungslinie (3) in der Ebene der 
Geraden (1) und (2) liegt und durch deren Schnittpunkt, mag 
derselbe im Endlichen oder im Unendlichen liegen, hindurchgeht. 

Im Falle w = 4 sind die beiden Krafte F, F' zwei Kraffcen 

— F"y — F"' 'aquivalent, deren Richtungslinien (3) und (4) 
mit den Geraden (1) ,und (2) vier Lagen einer Erzeugenden 
eines geradlinigen Hyperboloids darstellen. 

Sollen zwei Krdftesysteme dguivalent sein, so ist nothwendig 
und gmugend, doss ihre Hcmptvedoren und Hauptmomente fur 
einen und denselben TJrsp'ung geometrisch gleich sind. 

In der That, sind A und B die Hauptvectoren, P und Q 

die Hauptmomente zweier Kraftesysteme (a, a\ . . .), (6, 6', . . .) 

fur denselben Ursprung, so sind A — B und P — Q der Haupt- 

vector und das Hauptmoment des Kraftesystems (a, a', ..., 

— 6, — 6', . . .), das aus den Kraften des ersten Systems und 
den den Kraften des zweiten entgegengesetzt gleichen Kraften 
besteht. Zur Aequivalenz der beiden gegebenen Kraftesysteme 
ist nun nothwendig und erforderlich, dass dieses dritte System 
im Gleichgewichte ist; diese Bedingung ist aber ausgedruckt 
durch die Gleichungen 

A — B = 0, P— g = 0, Oder: 

A = B, P=Q. 

Auf Grund dieser Bedingung far die Aequivalenz der Krafte 

kann man ein gegebenes Kraftesystem auf ein einfacheres 

reduciren, namlich auf eine einzige oder auf zwei Krafte, die man 

gewohnlich die Besultanten des gegebenen Kraftesystems nenn^ 

71. Wenn ein gegebenes Kraftesystem F, F\ F'\ . . . 
einer Einzelkraft aquivalent sein, also nur eine Resultante 

haben soil, so muss der Hauptvector B des Kraftesystems 

gleich dem Vector der Resultante und das Hauptmoment K 
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des Systems gleich dem der Besultante sein. Dies ist nur 

dann moglich, wenn der Hauptvector R nicht gleich Null, das 

Hauptmoment K aber entweder gleich Null oder zu R sank- 

recht ist; folglich ist das Hauptmoment K allgemein dadurch 
bestimmt, dass seine Projection auf den Hauptvector ver- 
scbwinden muss, also durch die Gleichung 

K cos (KB) = 0. (1) 

Die beiden Bedingungen, dass der Hauptvector nicht gleich 

Null, die Projection des Hauptmomentes K auf ihn aber gleich 
Null sein muss, sind nicht nur nothwendig, sondern auch hin- 
reichend dazu, dass das Eraftesystem einer Einzelkraft aqui- 
valent sei. Denn wenn diese Bedingungen erfuUt sind, so 

lasst sich eine Kraft bestimmen, deren Vector R und deren 

Moment K ist, d. h. eine dem gegebenen Kraftesystem aqui- 
valente Eraft. 

Ist ^ = 0, so ist der Hauptvector R selbst die Resul- 

tante aller Krafte. Ist aber K nicht gleich Null, so ist die 

Resultante eine dem R geometrisch gleiche Eraft, in der zu 

K senkrechten und durch den Ursprung hindurchgehenden 

Ebene, mit einem Arme Q=^* ^^^ kann daher allgemein 

sagen, dass die Resultante eine dem Hauptvector geomitrisch 
gleiche, Idngs der Centralaxe gerichtete Kraft ist (s. § 64). t 

Die Gleichung (1) zeigt, dass, wenn ein Kraftesystem einer 
Einzelkraft aquivalent ist, das hleinste Hauptmoment gleich Null 
ist, und umgekehrt: wenn das hleinste Hauptmoment gleich Null 
und die geometrische Summe aller Krafte nicht gleich Null ist, 
so ist das Kraftesystem einer Einzelkraft aquivalent 

Bezieht man die Angriffspunkte der Erafte auf ein recht- 
winkliges Axensystem);Oii:, Oy, Oz, dessen Anfangspunkt der 

Ursprung der Argumente R und K ist, lind bezeichnet man 

die Projectionen des Hauptvectors R auf |diese Axen mit A, 

By C, die des Hauptmomentes K mit L, M, N, so lasst sich 
die Gleichung (1) in folgender Form schreiben: 
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oder 

AL + BM+ CN=0 (8. § 65); 

dabei konnen die drei Grossen A, B, C nicht gleichzeifcig Null 
sein, da R nicbt gleich Null ist. 

Da die Grossen J, B, C, L, M, N die Straleneoordi- 
naten der Bichtungslinie der Resultante sind^ so ist: 

L = Cri-Bt, 

M=^A%-Cl, (2) 

N=Bl — Ari', 

dies sind fiir variable 5, ^^ S die Gleicbungen der betreffenden 
Geraden; sie sind mit den Gleicbungen (43), S. 293, welcbe 
die Centralaxe darstellen, identiscb^ wenn die Inyariante 

RK^AL + BM+CN 

gleich Null ist. 

Betracbten wir nun die bemerkenswertbestenKraftesjsteme^ 
die sich auf eine Einzelkraffc als Resultante reduciren lassen. 

72. Krdfte, die in einer Ebene liegen. Gesetzt, die Erafte 

F, F\ . . . liegen in derselben Ebene (P) und ibre geome- 

triscbe Summe ZF sei nicbt gleicb Null. Wablt man als 
Ursprung fiir die Momente und Vectoren einen beliebigen 
Punkt der Ebene (P), so ergiebt sicb ein von Null ver- 

scbiedener Vector iJ = 2F. Die Momente aller Erafte fallen 
in die im Punkte auf (P) erricbtete Senkrecbte nacb der 
einen oder anderen Seite der Ebene. Daber fallt aucb das 

Hauptmoment K= UMF in diese Senkrecbte^ wenn es nicht 

gleich Null ist. Da aber R in der Ebene (P) liegt, so ist K 

senkrecht auf iJ, d. h. die Bedingung (1) ist erfallt. Also 
Idsst sich jedes System von Krdften, die in einer Ebene liegen, 
immer dann auf eine Eimelkraft reduciren y wenn die geometrische 
Summe aller Krdfte nicht gleich NuU ist 

Da die Momente MF, MF\ ... in dieselbe Gerade fallen, 

so reducirt sicb ibre geometrische Summe 2JMF auf eine 
algebraische HMFy in der jedes Glied die Flache eines Parallelo- 
gramms darstellt^ dessen gegeniiberliegende Seiten die Eraft 

F selbst und ibr Vector VF sind. Diese Flache ist gleich 
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dem Producte der Eraffc F in den Arm^ d. h. in das von 
auf die Richtungslinie der Krafte gefallte Perpendikel. Die 
positiven Glieder in der Summe 2JMF riihren von denjenigen 

Kraften her^ die fUr einen an K sich anlehnenden Beobachter 
nach recfats, die negativen von Eraften, die nach links hin 

wirken. Um also das Hauptmoment K zu bestimmen^ hat 
man folgendermassen zu verfahren: man berecfanet die Flachen 
der Parallelogramme^ die die Momente aller Krafte ausdrflcken^ 
bestimmt hierauf die Summe der Flachen^ welche den nach 
der einen Seite hin wirkenden Eraften entsprechen^ sowie die 
Summe der Flachen^ die den im anderen Sinne wirkenden 
Eraften entsprechen^ und subtrahirt die kleinere Summe von 
der grosseren; die Differenz giebt die Grosse des Haupt- 
momentes K und eine ihr gleichwerthige von aus senk- 
recht zu (P) aufgetragene Strecke (nach der Seite hin, wohin 
die der grosseren Summe entsprechenden Momente gerichtet 

sind) reprasentirt das Hauptmoment K selbst. Die Besultante 

aller Erafte ist eine dem Hauptvector R geometrisch gleiche 

Eraft mit dem Arm ? =* ^ • 

Nimmt man in der Ebene (P) rechtwinklige Coordinaten- 
axen Ox, Oy und ein6 zu (P) senkrechte Axe Oz an, so hat 
man in den allgemeinen Formeln des § 64 und § 65 zu setzen: 

;sf = 0, ;sf' = 0, ... Z = 0, Z' = 0, . . . , 



(7 = -LZ = 0, z = 2; 



y z 

Y Z 



X y 
X Y 



= 0, M=2] 



z X 
Z X 



= 0, 



hiermit reduciren sich die Gleichungen (2) der Besultante oder 
der Centralaxe (vergl. Gleichung (42), S. 292) auf die folgenden: 

i-=0,K^Bl~Ari, (3) 

mit A = ZX, B = £Y. 

Hat man den Ursprung der Momente auf der Besultante 
gewahlt, so wird E = 0, d. h. 2JMF=-0] folglich hat die 
Bichtungslinie der Besultante die Eigenschaffc, dass die alge- 
braische Summe der Froducte der Krafte in die von einem be- 
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liebigen Funhte dieser Geraden auf sie gefdllten Perpendikel gleich 
Null ist 



In dem speciellen Palle von nur zwei Kraften F und F' 
sind diesdben den von einem heliebigen PunJcte^ihrer Besultante 
auf sie gefaUten Perpendikeln proportional'. 

Diese Eigenschaft erfordert offenbar^ dass die Bichtungs- 

linien der Krafte F und F' und ihrer Resultante durch einen 
und denselben Punkt hindurchgehen, der in endlicher oder 
unendlicher Entfernung liegen kann, wie sich schon in § 66 
fiir den Fall w = 2 ergeben hatte. 

73. Parallelkrdfte. Es sei ein System von Kraften F, F, . , . 
gegeben^ die sammtlicli einer Geraden (1) parallel sind und 

deren geometrische Summe HF nicht gleich Null isi Der 

Hauptveetor It = EF ist dann, welches auch der Ursprung 
sein mag; nicht gleich Null und ist dargestellt durch eine der 
Geraden (V) parallele Strecke gleich der Differenz der arith- 
metischen Summe der in dem einen und der arithmetischen 
Summe der in dem entgegengesetzten Sinne gerichteten Krafte. 
Sein Sinn stimmt mit dem Sinne der die grossere Summe er- 
gebenden Krafte uberein. 

Da die Richtungslinie des Hauptvectors It mit den Rich- 
tungslinien der Vectoren aller einzelnen Krafte zusammen- 

fallt, so ist sie zu alien Momenten MF, MF\ . . . senkrecht, 

so dass diese letzteren sammtlich in einer zu R senkrechten 
Ebene liegen miissen; in diese Ebene fallt auch ihre geo- 
metrische Summe K= UMF, wenn dieselbe nicht verschwindet; 
folglich ist das Hauptmoment K, wenn es nicht gleich Null 
ist^ zu R senkrecht; also die Bedingung (1) erfiillt. 

Ein System von Kraften, die einer Geraden paraMel sind^ 
Idsst sich also immer auf eine Einzelkraft reduciren, wenn die 
geometrische Summs der Krafte nicht verschwindet 

Die Resultante ist geometrisch gleich dem Hauptveetor 
i2; folglich ist sie parallel der Geraden (Z) und stimmt dem 
Sinne nach mit der grosserei der beiden arithmetischen Summen 
liberein, die man durch Addition der in demselben Sinne ge- 
richteten Krafte erhalt. 
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Wahlt man den Ursprung der Momente auf der Richtungs- 

linie der Resultante^ so ist das Hauptmoment K gleich Nail; 
daher wird auch die Summe der Projectionen aller Momente 

auf eine Axe ^, die beliebig durch einen solchen Ursprung 
gelegt ist, gleich Null, was sich durch die Gleichung (35), 
S. 286, 

/IVA 

= 



^^0 



ausdr^cken lasst. 

Bezeichnet S das Perpendikel vom AngriflFspunkte einer 

Kraft F auf die Ebene der Geraden a und JR Tdasselbe ist 

gleich dem kiirzesten Abstande der Kraft F und der Axe a 
von einander), so hat man (s. § 59): 



F{^l) = 8Fs\n{F6). 



Da aber F parallel it ist, so ist sin {Fa) = + sin (jB<^), wobei 
das positive oder negative Zeichen gilt, je nachdem die Kraft 

F fiir einen Beobachter 6 nach rechts oder nach links ge- 
richtet ist. Dadurch geht die obige Gleichung nach Division 
durch den alien Gliedern gemeinsamen Factor sin (it(?) fiber in 

UFd = 0', 

hierin bezeichnet F die Grosse einer Kraft mit dem positiven 
oder negativen Zeichen, je nachdem sie von gleichem oder von 

entgegengesetztem Sinne wie R ist. Es ergiebt sich aus dieser 

Gleichung, dass, wenn man die Krafte F, F\ F'\ ... als 
positive oder negative, in ihren resp. AngriflFspunkten concen- 
trirte Massen ansieht, die Summe der Momente dieser Massen 
beziiglich jeder durch die Resultante jener Krafte hindurch- 
gehenden Ebene gleich Null ist. Dies erfordert aber, dass 
die Richtungslinie der Resultante durch den Mittelpunkt (C) 
des Massensystems gehe. Bestimmt man also nach den in 
dem Abschnitte B der Geometric der Massen gegebenen Regeln 
diesen Punkt und lasst in ihm eine dem Hauptvector geo- 

metrisch gleiche Kraft JR angreifen, so ist diese die Resultante 

der Parallelkrafte F, W, . . . 

Der Mittelpunkt eines Systems von Massen, die mit einem 
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System von ParaUelkrdffen gleichwerthig und in den Angriffs- 
punkten dieser Krdfte concentrirt sindj heisst der Mittdpankt der 
Parallelkrdfie. 

Wenn die unveranderlich unter einander verbunden ge- 
dachten Angriffspunkte der Krafte eine beliebige Boiations- 
verschiebung um den Mittelpunkt (C) erhalten, wahrend die 

Krafte F, F\ . . . einer Geraden (i) parallel bleiben und ihre 
Grosse und Richtung beibehalten^ so liegt nach der Verschie- 
bung der Punkte der Mittelpunkt des neuen Systems von 
Parallelkraften wiederum in ((7); folglich haben die Krafte 
dieselbe im Punkte (C) angreifende Resultante J?. 

Wenn also Parallelkrdfte ihre Grosse und Richtung bei einer 
Rotation der Angriffspunkte um den Mittelpunkt dieser Krdfte 
beibehalten, so hehdlt die Resultante dieser Krdfte, die im Mittel- 
punkte angreift, ihre Grosse, ihre Richtung und ihren Angriffs- 
punkt bei. 

Die Existenz des Mittelpunktes der Parallelkrafte und die 
soeben bewiesene Eigenschaft desselben ergeben sich auch aus 
den Gleiehungen (2) der Resultante. 

Zerlegen wir zu diesem Zwecke die parallelen Krafte in 
zwei Gruppen, namlieh in Krafte von dem einen und in solehe 
von dem entgegengesetzten Sinne; es sei F eine Kraft der- 
jenigen Gruppe, die die grossere Summe liefert, F^*^ aber die 
Grosse einer beliebigen andereu Kraft, die als positiv oder 
negativ zu rechnen ist, je nachdem sie dem Sinne nach mit 

F dbereinstimmt oder nicht; a, h, c seien die Cosinus der 

Winkel, welche F mit den rechtwinkligen Goordinatenaxen 
Ox, Oy, Oz bildet. Wenden wir nun auf den vorliegenden 
Fall die Formeln § 65, S. 292 und 293, an, so ergiebt sich- 

R = 2JF, A = aR, B = bR, C = cR, 
L ^cZFy — bEFz, 
M= aUFz — cZFx, 
N=bZFx — aZFy, 

wodurch die Gleiehungen (2) libergehen in 

c{Rri — EFy) = b{Rl — ZFz), 

a{Rt — 2Fz) = c{Ri — £Fx), (4) 

6(JRg — £Fx) = alRfi — EFy). 
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Diese Gleicfaungen zeigen, dass auf der Richtungslinie der 
Resultante ein Punkt liegt^ dessen Coordinaten 

._2Fx ZFy ZFz ,.. 

sind. Aus den Pormeln (3), S. 24, ist ersichtlich, dass dieser 

Punkt der Mittelpunkt von Massen F^ F\ ... ist, die sich in 
den AngriflFspunkten {x, y, z), {x, y\ /), . . . der Parallel- 
krafte befinden. 

Da die Coordinaten (5) den Gleichungen (4) fiir alle 
Werthe von a, 6, c genugen^ so muss sich die Gerade (4) um 
den durch die Coordinaten (5) bestimmten Punkt C drehen, 

wenn die Krafte F, F\ . . . , ohne ihre Grosse zu andem und 
indem sie einander parallel bleiben, sich um ihre respectiven, 
fest bleibenden Angriffspunlite drehen. Statt einer solchen 
Drehung der Erafte kann man aber auch das System der An- 
griffspunkte der Krafte um den Mittelpunkt C rotiren lassen, 
ohne die Grosse und Richtung der Krafte zu andern. 

Man sieht aus den Formeln (5), dass man zur Bestimmung 
des Punktes C statt der Massen F, F\ . . . auch andere ihnen 
proportionale Massen wahlen kann; daher andert sich der 
Mittelpunkt der Parallelkrafte nicht, wenn diese Krafte sammt- 
lich in demselben Verhaltnisse wachsen oder abnehmen. 

Man kann die Krafte, ohne ihre Wirkung zu andem, 
durch andere ersetzen, die an anderen, beliebig auf ihren 
Richtungslinien gewahlten Punkten angreifen; dadurch ver- 
andert sich aber die Lage des Mittelpunktes C. Es kann also 
ein und dasselbe System von Parallelkraften unendlich viele 
Mittelpunkte haben, entsprechend den verschiedenen Lagen der 
Angriffspunkte; alle diese Lagen des Mittelpunktes C liegen 
aber auf einer Geraden, namlich auf der Richtungslinie der 
Resultante. 

74. Der Schwerpunkt. Jeder wagbare materielle Punkt 
wird von alien librigen materiellen Punkten, die unserem Pla- 
neten und den Himmelskorpern angehoren, angezogeu, und 
zwar nach dem Newton' schen Gesei^e umgekehrt propor- 
tional dem Quadrate der Abstande und proportional den Massen. 

Gehort der angezogene Punkt zu den in der Nahe der 
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Erdoberflache befindlichen Punkten, so ist wegen seiner grossen 
Entfemung von den Himmelskorpem deren Einwirkung auf 
ihn sehr gering im Vergleich zu der Wirkung der Masse des 
Erdspharoids und der auf oder in der Nahe der Erdoberflache 
befindlichen Eorper und kann daher vemachlassigt werden. 

Die Resultante aller der Krafte, mit welchen das Erd- 
spharoid und die in dessen Nahe befindlichen Korper wirken, 
ist normal zu der Niveauflache, welche sehr nahe mit der 
Oberflache des Spharoids selbst zusammenfallt und naherungs- 
weise als eine Eugelflache, oder genauer als Oberflache eines 
an den Polen abgeplatteten Umdrehungsellipsoids angesehen 
werden kann. 

Welches aber auch diese Niveaufl'ache sein mag, so bilden 
doch immer die Krafte, mit denen das ganze Erdspharoid die 
materiellen Punkte eines irdischefi Korpers anzieht, dessen 
Dimensionen im Yei^leich zu denen des Spharoids sehr klein 
sind, ausserst kleine Winkel mit der Normale der durch irgend 
einen Punkt des Korpers gehenden Niveauflache, Man kann 
daher diese Krafke annahernd als Parallelkrafte von gleichem 
Sinne betrachten. 

Da femer die Beschleunigungen, mit welchen die mate- 
riellen Elemente eines Korpers fallen wiirden, sehr wenig von 
einander verschieden sind, so konnen sie als annahernd gleich 
angesehen werden, so dass die sie hervorbringenden Krafte 
als annahernd proportional den entsprechenden kleinen Korper- 
elementen zu betrachten sind. Die Resultante dieser Parallel- 
krafte macht das Gewicht'des betreffenden Korpers aus; ihr 
Mittelpunkt heisst der Schwerpunkt des Korpers. 

Ist m die wagbare Masse eines Korpers, dm eines ihrer 
Elemente und g die Beschleunigung seines Falles (die man 
gewohnlich die Schwerkraft nennt), so ist gdm eine jener 
Parallelkrafte oder das Gewicht des Elementes dm, wahrend 
gm =fgdm das Gewicht des ganzen Korpers darstellt. Be- 
zeichnet man in Bezug auf die Axen Ox^ Oy, Oz die gerad- 
linigen Goordinaten des Elementes dm mit Xj y, 0y diQ des 
Schwerpunktes mit a, /5, y, so hat man nach den Formeln (5): 

Cxgdm Jygdm Jzgdm 

gm ' '^ gm ' '^ gm ' 
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oder: 

Jxdm Jydm Jzdm 

m' ^ m ' '^ tn 

Nach diesen Formein bestimmt sich aber auch der Massen- 
mitielpunkt oder der Tragheitsmittelpunkt von m (s. die For- 
mein (4), § 13 der Einleitung in die Statik und Dynamik und 
§ 18 der Statik); folglich fdllt der Schwerpankt eines Korpers 
mit seinem Tragheitsmittelpunkt eusammen. 

Die Methoden zur Bestimmung der Lage dieses Punktes 
in verschiedenartigen Korpern sind in dem Abschnitte B der 
Einleitang in die Statik und Dynamik bebandelt. 

Das Gewicht gm eines Korpers kann man doi^ch eine im 
Schwerpunkte beginnende und langs der Normale der Niveau- 
flache, d. h. langs der Verticale gerichtete Strecke darstellen. 

Nach der im yorigen § bewiesenen Eigenschaft des Mittel- 
punktes paralleler Krafte andert sich die Grosse und Lage 
dieser Strecke nicht, wenn der Korper urn seinen Schwerpunkt 
rotirt. Hat man also durch Versuche zwei Gerade bestimmt, 
die im Korper die Richtungen der Schwere darstellen, so er- 
giebt sich der Schwerpunkt als Schnittptinkt dieser Geraden. 

75. Krafte^ die durch denselben Punht gehen. Ein System 

von Kraften 2^, F\ ..., die alle durch einen und denselben 
Punkt hindurchgehen, lasst sich auf eine Einzelkraft redu- 
ciren, die durch den Hauptvector' R fiir als Ursprung dar- 
gestellt ist. Denn fiir diesen Ursprung ist das Moment jeder 

Kraft, also auch das Hauptmoment K gleich Null. 

Als Beispiel fur Krafte, die durch einen Punkt gehen, 
konnen die Krafte dienen, mit denen ein Punktsystem von 
einem Punkte angezogen oder abgestossen wird. Es sei m 
eine continuirliche, voUkommen starre Masse, die von einem 
Punkt angezogen wird. Infolge des Gesetzes der Gleichheit 
von Action und Reaction sind alle diese Anziehungskrafte den 
Kraften, mit denen die Elemente der Masse m den Puukt 
anziehen, entgegengesetzt gleich; daher ist die Resultante der 
letzteren, wenn man sie im umgekehrten Sinne nimmt, die 

Resultante It der Anziehung der Elemente der Masse m durch 
den Punkt 0. 
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Oesetzt z. 6.^ es sei m die Masse einer Eugelschicht^ 
die Yon zwei Eugeln begrenzt wird, deren Mittelpunkte in 
G liegen, und es sei die Dichtigkeit eines Elementes dm con- 
stant oder eine Function seines Abstandes yon C. Nach § 28 
ist die Eraft, mit welcher die Masse m einen aasseren Pankt 

anzieht^ gleich y.^, und langs der Geraden OC von nach 

C bin gerichtet. Daber ist aucb die Resultante der Krafte, 
mit denen der Punkt die Massenelemente yon m anzieht^ 

gleicb -QQiy aber langs der Geraden CO im Sinne yon (7 nach 

bin gerichtet; als AngrifiFspunkt dieser Eraft kann man 
jeden Punkt dieser Geraden wahlen. Nimmt man C als An- 
grififspunkt; so ziebt die ganze Masse m wie einen einzigen 
Punkt an; der in G liegt und die Masse m besitzt. 

Die Erafte^ mit denen ein im Inneren der Hohlung der 
Eugelschicht befindlicher Punkt die Massenelemente der 
Schicht anzieht, halten sich Gleichgewicbt. 

Die Anziehungskrafte eines in der Masse m selbst ge- 

legenen Punktes reduciren sich auf eine Eraft -^^ langs COy 

wobei m' der in einer Eugel yom Radius GO und yom Mittel- 
punkte G enthaltene Theil der Masse m isi 

Wenn die Schicht m yon einer anderen Schicht m an- 
gezogen wird^ die yon zwei Eugelflachen, deren Mittelpunkt 
C' ist; eingeschlossen wird, und wenn dabei die eine Masse 
ausserhalb der anderen liegt, so schneiden sich die Erafte, 
mit denen die Massenelemente yon m' die ganze Masse m an- 
Ziehen, nach dem Yorigen in einem Punkte G und haben so- 

mit eine durch diesen Punkt gehende Resultante B. Die 
Eraft, mit der die ganze Masse m yon einem einzelnen Ele- 

mente dm' angezogen wird, ist — 5—, wenn r den Abstand 

des Elements dm' yom Punkte G bedeutet. Die Resultante R 

ist gleich ^^, d. h. glei/ch dem Producte der Mtussen beider 

Schichten, dividirt durch das Quadrat des Abstandes ihrer Mittel- 
punkte; die Verbindungslinie der letzteren gi^t augJeick ihre 
Richtung an. 
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Die Krafte, mit desen die Massenelemente yon m die 
ganze Masse m' anziehen^ rednciren sich auf eine der Resiil- 

tante'i2 entgegengesetzt gleiche Eraft. Daher hat man den Satz: 
Zwei von concentrischen Kugelftdchen hegrenzte Kugelsdiickten 
oder sswei Vollkugeln, der en Dichtigkeiten enttveder constant oder 
Functionen der Abstdnde der entsprechenden Elemente von den 
Mittelpmkten der Schichten sind, 0iehen sich so an, als todren 
ihre Massen in ihren Trdgheitsmittelpunkten concentrirt. 

Dieser Satz ist im Allgemeinen auf andere Massen nicbt 
anwendbar-, denn die Resultante der Erafte, mit denen die 
Elemente der Masse m den Punkt anziehen^ geht nicht 
immer durch den Tragheitsmittelpunkt der Masse niy und die 
Krafte, mit denen die Elemente der Masse m von den Ele- 
menten einer anderen Masse m\ yon deren drei Dimensionen 
keine unendlich klein ist, angezogen werden^ lassen sich nicht 
immer auf eine Einzelkraft reduciren. 

76. Es sei ein Punkt, der die Elemente einer Masse m 
nach einem beliebigen Gesetze anzieht oder abstosst, C der 
Tragheitsmittelpunkt yon m. Ox, Oy, Oz ein rechtwinkliges 
Axensystem yon der Lage, dass Ox in OG fallt, x, y, z die 
Coordinaten eines Elements dm beziiglich dieser Axen, r der 
Abstand des Elements dm yom Punkte 0, /*(r) die Function, 
welche das Anziehungs- oder Abstossungsgesetz ausdrucki 

Die Projectionen der Resultante B, aller Erafte, mit denen der 
Punkt O auf die Masse m einwirkt, sind durch die folgenden 
Integrale dargestellt: 

A = +/>(r) ^dm,B=' +Jm Um,G^ +ffir) ^ dm. 

In dem speciellen Palle f(r) == r, d. h. wenn die Elemevdar- 
krdfte der ersten Fotenz der Abstdnde proportional sind^ hat man: 

-4 = + Joodm = + m . 00, 

B = ^fydm , C = +fzdm. ^ 

Da fQr jede durch den Massenmittelpunkt gehende Ebene die 
Summe der Momente gleich Null ist, hat man 

JB^^O, 0=0; 
folglich ist die Resultante R gleich m . 00 und hat die Rich- 
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tung der Axe Oa!y d. h. sie fallt in eine Gerade, die durch 
den Tragheitsmittelpunkt der Masse geht Wenn cUso die 
Molecular 'Amiiehung oder -Abstossimg der ersten Potent des Ab- 
standes der Molecule von einander proportional ist, so tmrd jede 
Masse von einem Punkte gerade so ange^ogen^ cUs wenn die 
Masse in ihrem Tragheitsmitteljpuhkte concentrirt ware. Piir eine 
andere Form der Function f(r) und eine beliebige Masse m 
sind im Allgemeinen die Functionen B und C nicht gleich 
NuU^ so dass also im Allgemeinen die Richtung der Resul- 

i;ante R nicht mit der durch den Tragheitsmittelpunkt der 
Masse gehenden Geraden Ox zusammenfallt. 

Liegt der Punkt 0, in dem sich die Richtungslinien der 
Erafte schneiden^ unendlich weit entfemt von den Angriffs- 
punkten der Erafte ^ so werden die Eraftrichtungen einander 
parallel und die Resultante geht durch den Mittelpunkt dieser 
Erafte. Bei sehr grosser Entfernung des Punktes von den 

Angriffspunkten der Erafte Fy F\ . . . muss daher die Gerade 

R einen sehr kleinen Winkel bilden mit der Yerbindungslinie 
des Punktes mit dem Mittelpunkte eines Systems von Massen/ 

die den Eraften jF, F\ . . . gleich sind und sich in den An- 
griffspunkten dieser Erafte befinden. 

Wenn die Masse m von einem Punkte angezogen wird, 
der sich in sehr grosser Entfernung OC von dem Massen- 
mittelpunkte C (im Vergleich zu den Dimensipnen der Masse) 
befindet, so kann man naherungsweise annehmen, dass die 

'Resultante R der Anziehungskrafte durch C hindurchgeht und 
gleich mfipG) ist, wenn f{r) das Gesetz der Anziehung aus- 
driickt; denn man kann die Erafte, mit denen der Punkt O 
die Massenelemente von m anzieht, naherungsweise ansehen als 
parallel und als gleich den entsprechenden Elementen, multi- 
plicirt mit einer und derselben Grosse f{OG). 

Wird die Masse m von der Masse m' angezogen und liegen 
die Mittelpunkte C und C dieser Massen in sehr grosser Ent- 
fernung von einander "(im Vergleich zu den Dimensionen der 
Massen), so kann man alle Erafte, mit denen die Elemente 
der Masse m' die Masse m anziehen, naherungsweise als sich 
im Punkte C schneidend ansehen. Die Eraft, mit der eia 
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Element dm' die Masse m anzieht, ist dann gleich mfif)dmy 
wo r den Abstand des Elements dm' von C bezeichnet. 

Man kann annehmen^ dass diese Krafte annahernd in die- 
selbe Gerade CC fallen und dass r = CC ist; infolge dessen 
kann man als Resultante aller Krafte^ mit denen die Masse m die 
Masse m anzieht, eine Kraft annehmen^ die gleich mm' f{CC) 
und langs der Geraden CC im Sinne von C nach C bin ge- 

richtet ist. Die ihr entgegengesetzt gleiche Kraft reprasen- 
tirt dann annahernd die Resultante der Krafte^ mit denen die 
Masse m' von der ganzen Masse m angezogen wird. 

Da die Dimensionen der Sonne ^ der Planeten und ihrer 
TrabanteU; sowie der iibrigen Himmelskorper im Vergleich 
zu den gegenseitigen Abstanden ihrer Massenmittelpunkte sehr 
klein sind, so kann man annahernd die abgeleiteten Satze auf 
diese Korper anwenden; ferner kann man wegen der kugel- 
fbrmigen Gestalt der Sonne, der Planeten und ihrer Trabanten 
die Mittelpunkte ihrer Volumina annahernd als ihre Massen- 
mittelpunkte annehmen, wenn man voraussetzt, dass ihre Masse 
homogen oder in concentrischen Schichten gleichmassig um 
den Mittelpunkt vertheilt ist. 

77. Wenn die Richtungslinien aller Krafte F, F\ . . . 
eine Gerade (Z) im Endliehen oder im Unendlichen schneiden 

xmd wenn der Hauptvector li fur irgend einen Punkt dieser 
Geraden als Ursprung in sie hineinfallt, so haben die Krafte 
eine der Geraden (Z) parallele oder mit ihr zusammenfallende 
Einzelkraft zur Resultante. Denn fur irgend einen Punkt 
von (Z) als Ursprung werden alle Momente MFy MF\ . . . 

senkrecht zu (Z); folglich ist die geometrische Summe K= 2JMF 
entweder gleich Null oder gleichfalls senkrecht zu (Z), also 

das Hauptmoment £^ senkrecht zu JR. 

Die Resultante ist in diesem Falle eine Kraft, die K zum 

Moment hat und geometrisch gleich dem Hauptvector It ist. 

78. Wie in § 68 bei dem Falle w = 3 bewiesen wurde, 
lasst sich jede Kraft in zwei Krafte zerlegen; die Richtungs- 
linien dieser Componenten mussen mit der gegebenen Kraft 
in derselben Ebene liegen und deren Richtungslinie in einem 
und demselben Punkte in endlicher oder unendlicher Entfer- 

Somoff, Mechanik. II. 22 
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Hung schneiden, k5nnen aber sonst beliebig gegeben sein. 

Man kann aber auch jede Kraft F in drei Erafte zerlegen^ 

die langs den Seiten eines beliebigen, in einer durch F gehen- 
den Ebene gelegenen Dreieeks ABC gerichtet sind. 

Um dies zu beweisen, verlegen wir die Kraft F an den 
Schnittpunkt ihrer Bichtungslinie mit einer der Seiten des 
Dreieeks, z. B. an den Schnittpunkt D mit der Seite JBC^ 

d. h. wir ersetzen die Kraft F durch eine ihr geometrisch 
gleiche, im Punkt D angreifende Kraft, und zerlegen sie hier 

in zwei Krafte a nnd 8^ so dass a langs BG und S langs 

DA gerichtet ist. Hierauf verlegen wir die Kraft 8 nach A 
und zerlegen sie hier in zwei langs AC und AB gerichtete 

Krafte /3 und y. Hierdurch ergeben sich drei langs den Seiten 

BCy AC, AB des Dreieeks gerichtete Krafte a, /3, y, die der 

gegebenen Kraft F Equivalent sind. Eine der Krafte /3, y 
wird gleich Null, wenn der Punkt D mit einer der Ecken 
By C zusammenfallt; fallt z. B. D mit B zusammen, so wird 

P = 0, und F zerlegt sich unmittelbar in die beiden langs 

BC und BA gerichteten Krafte a und y. 

Irgend drei langs den Seiten eines gegebenen Dreieeks 
ABC gerichtete Krafte konnen nicht im Gleichgewicht sein; 

denn die Resultante P -\- y von zweien von ihnen kann der 

dritten cc nicht entgegengesetzt gleich sein. Ist die geometrische 

Summe a +. /3 + y nicht gleich Null, so haben die drei Krafte 

eine Resultante F^ die man findet, wenn man die Besultante 
zweier der Krafte mit der dritten zusammensetzt. 

Bei der Zerlegung einer Kraft F in drei langs den Seiten 

eines gegebenen Dreieeks gerichtete Krafte a, /3, y wollen wir 
dieselben als positiv betrachten, wenn sie in demselben Sinne 
gerichtet sind, wie die Seiten BC^ CA, AB, d. h. die erste 
im Sinne von B nach (7, die zweite von C nach -4, die dritte 
von A nach B] dagegen soUen die Krafte als negativ ange- 
sehen werden, wenn sie den entgegengesetzten Sinn haben, 

so dass z. B. a eine mit negativem Vorzeichen zu versehende 
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Kraft bedeuten soil; wenn sie im Sinne von G nach j& ge- 
richtet ist. 

Kennt man die Grossen und Vorzeichen von a, /3, y, so 

kann man die Kichtungslinie (?) von F construiren, und zwar 
folgendermassen. Man bestimmt den Schnittpunkt D der Ge^ 

raden BC mit der Resultante von /3 und y, sowie den Schnitt- 
punkt E der Geraden CA mit der Resultante von y und a 
und zieht die Verbindungslinie DE\ dies ist die gesuchte Ge- 
rade (Z). Man kann daher die drei Grossen a, p, y als Coor- 
dinaten der Geraden (l) betrachten; dieselben treten als Coef- 
ficienten in der Gleichung der Geraden (Z) auf, wenn man zur 
Bestimmung der Lage eines Punktes in der Ebene ABC das 
in § 65 der Kinematik besprochene Coordinatensystem wahlt. 
' Es seien q^^, q^y q^ die kurzesten Abstande eines Punktes 
M von den Geraden BC, CA, AB, und zwar derart mit po- 
sitivem oder negativem Vorzeichen versehen, dass sie fur die 
Ecken des Dreiecks positiv werden; z. B. sei q^ positiv, wenn 
M mit A zusammenfallt und auch uberhaupt, wenn diese bei- 
den Punkte auf derselben Seite von BC liegen. Auf Grund 
der in § 72, S. 327, bewiesenen Eigenschaft von Eraften, die 
in derselben Ebene liegen, hat man fur jeden Punkt der Ge- 
raden (T) die Beziehung 

dies ist also die Gleichung der Geraden (Z). 
Ist umgekehrt die Gleichung 

««! + PQ2 + yQs = 
als Gleichung einer beliebigen Geraden (Z) gegeben, so kann 
man die Coefficienten a, /3, y als die Grossen dreier, langs 
den Seiten des Dreiecks ABC gerichteter Krafte ansehen, die 

einer langs (Z) gerichteten Kraft F aquivalent sind. Die 
Grosse dieser Kraft .ist durch die Formel 

F = y a^ ^ ^2 ^ y2 _ 2|3y cos A — 2ya cos B — 2aj3 cos C 

ausgedriickt, worin A, B, C die inneren Winkel des Dreiecks 
ABC bedeuten. 

Sind q^y q^y q^ die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
in der Ebene ABC und wahlt man diesen Punkt als Ur- 

22* 
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sprung der Momente, so ist aq^ + Pi2 + y^s ^^^ Summe der 
Momente der drei Krafte a, /3, y und muss daher gleich dem 

Momente der Kraft F sein. Aus dem Vorzeichen dieser Summe 
bestimmt sich der Sinn der Kraft, d. h. die Seite, nach welcher 

F fiir einen im Punkte befindlichen und auf den AngriflFs- 

punkt von F hinschauenden Beobachter hingerichtet ist. 

Bezeichnet h den Arm der Kraft F, so ist 

* = ± 4 («ffi + ^2 + yfe) • 



Ist langs derselben Geraden (T) noch eine zweite Kraft F' 
gerichtet, die sich in drei langs den Seiten des Dreiecks ABC 

gerichtete Krafte a, /5', y' zerlegen lasst, so ist 

TP' IP' TP* 

wo das positive oder negative Zeichen gilt, je nachdem F und 
F' dem Sinne nach ubereinstimmen oder nicht. 



Es sei Fy F\ F'\ . . . ein in der Ebene des Dreiecks 
ABC gelegenes Kraftesystem und a^^\ p^\ y^^ die der Kraft 

F^^ aquivalenten, langs den Seiten BCy CA, AB jenes Drei- 
ecks gerichteten Krafte. 

Wenn die drei algebraischen Summen 

« + «' + «"-['•*• = ^^ ? 

^ + ^' + r + '-- = ^p, 

y -J_ y _J_ y _J_ ... -= X! y 

nicht gleich Null sind, so ergeben sie drei langs den 
Seiten des Dreiecks ABC gerichtete Krafte, die der Resul- 

tante It der gegebenen Krafte Equivalent sind. Die Gleichung 
der Richtungslinie dieser Resultante ist 

q^Ua + q,2:p + q,2Jy = 0, 

und die Grosse der Resultante ist ausgedriickt durch die Formel: 

R = [{2Jay + (27/5)2 ^ ^^^yy _ 2{ZpX2Jy) cos A 

— 2{Zly){Zla) cos B — 2(i:a){2J^) cos C]^. 
Das Trinom 

2i^« + ff2^/5 + q,2Jy 
8tellt die Grosse des Moments der Resultante dar, d, h. die 
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Grosse des Hauptmomentes K fiir den Ursprung (q^y jg, ^3). 
Das Yorzeichen dieses Ausdrucks bestimmt den Sinn der Re- 
sultante auf der Geraden (t). 
Es seien 

(^'ai + Vq^ + ^'^3 = 0, 
<^"ai + V'q^ + c'q^==Oy 



die Gleichungen der Richtungslinien (?), (?'), (Z"), . . . der ge- 

gebenen Krafte F^ F, ^F^, . . .; ferner seien P, F, F', . . . 
fingirte Krafte, die langs denselben Geraden gerichtet sind und 
sich nach den Seiten des Dreiecks ABC resp. in die Krafte 
(a, b, c), (a', h\ c'), {a\ 6", c"), . . . zerlegen lassen. Nach 
dem Friiheren ist dann: 

V V* TP* 

f ,/X' ^f . -m r J: f . f jy . 



folglich: 

In dieser Weise kann man auf analytischem Wege die Re- 
sultante eines gegebenen, in einer Ebene gelegenen Krafte- 
systems finden. 

79. In § 69 haben wir gesehen, dass sich sieben im 
Gleichgewicht befindliche Krafte bestimmen lassen, die langs 
sieben gegebenen, von einander unabhangigen Geraden (1), 
(2), ... (7) gerichtet sind; dabei ist die Grosse der einen die- 
ser Krafte, F, willkiirlich. Die dieser letzteren entgegengesetzt 
gleiche Kraft ist den iibrigen sechs Kraften aquivalent. Man 
sieht hieraus, dass sich jede Kraft in sechs Krafte zerlegen 
lasst,. die langs gegebenen Geraden gerichtet sind. 

Der einfachste und bemerkenswertheste Fall einer solchen 
Zerlegung ist die Zerlegung einer Kraft in sechs Krafte, deren 
Bichtungslinien die Kanten eines gegebenen Tetraeders sind. 

Es sei F die gegebene Kraft und ABGD ein beliebiges 
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Tetraeder. Die Richtungslinie von F muss jedenfalls eine der 
Seitenflachen des Tetraeders treflfen. Gesetzt, sie trafe die Seite 
ABC im Punkte E. Wir verlegen dann die Kraft F nach 
E und zerlegen sie hier in zwei Krafte P und Qj so dass P 
in ED fallt; Q aber in eine Gerade der Ebene ABC] hier- 
auf verlegt man die Kraft P nach dem Punkte D und zer- 
legt sie in drei Krafte langs den Kanten DA, DJB, DC\ die 
Kraft Q aber zerlegt man, wie im vorigen § gezeigt wurde, 
in drei Krafte langs den Seiten des Dreiecks ABC. Dadurch 
erhait man langs den Kanten des gegebenen Tetraeders ABCD 
sechs Krafte, welche ein der Kraft F aquivalentes System 
bilden. 

Bezeichnen wir nun mit a^ , \, c^ die Kanten DAy DB^ DC, 
im Sinne von D nach Ay B, C hin genommen, und mit 
Og, \, C2 die Kanten BC, CAy AB im Sinne von links nach 
rechts fur einen auf der Ebene ABC stehenden Beobachter, 
dessen^ Kopf in D ist; ferner seien ofj, /S^, y^ die Componen- 
ten der Kraft P und cc^y P27 ?2 ^i® ^^^ Kraft Qy mit + oder 
— genommen, je nachdem ihr Sinn mit dem Sinne der ent- 
sprec)ienden Kanten a^, &u ^u %? &21 <^2 ubereinstimmt oder nicht. 

Diese sechs, der gegebenen Kraft F aquivalenten Krafte 
"i> Pi7 ?!} ^2? Pty y% lassen sich mit Hilfe der relativen 
Momente 

\aj' \hj^ \cj^ LJ' \hj' \cj' 

welche die Richtungslinie von F mit den Kanten des Tetra- 
eders ABCD bildet, ausdrucken. 

Nach dem Obigen ist namlich das Moment der Resul- 
tante in Bezug auf eine beliebige Axe gleich der Summe der 
Momente der ihr aquivalenten Krafte in Bezug auf dieselbe 
Axe; folglich ist: 

0-«.e:)+AC:)+nQ)+..e:)+ftC;)+ne). 

Beachtet man aber, dass das relative Moment zweier in der- 
selben Ebene gelegener Geraden gleich Null ist, so hat man 

(y-»>e;)-o. Q)-o,Q)-o. Q)-o. 

also: 



«1 
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<)-«.£:). «.-<)■(::)■ 

Bezeichnet V das Volumen des Tetraeders A BCD, so ist 
nach § 59 

SO dass man findet: 

_Fa,a, (F\ 

In ahnlicher Weise lassen sich alle der Kraft F aquivalenten 
Krafte a^, fi^, y^, ag? A? ^a ausdriicken; es ist namlich: 
_Fa,a,(F\ _ Fb,h, (F\ _ Fc.c, (F\ 

; ^ _ ^^«i«» (F\ . _ Fb,h, (F\ _ Fc,c, (F\ W 

I Zwischen diesen sechs Grossen besteht eine Gleichung, welche 

I ausdriickt, dass die Krafte P und Q in derselben Ebene liegen. 

r Es seien a^, p^, y^ die Componenten einer beliebigen, im 

Punkte D angreifenden Kraft P langs den Kanten a^, 6^, q, 

und ttg; ft; ^2 ^r®^ langs den Kanten a^y h^^ (^ wirkende 
Krafte, die einer beliebigen in der Ebene ABC wirkenden 

Kraft Q Equivalent sind. Soil nun das System der Ktafte P 

und Q dem Kraftesystem 

«i; ft; Yu «2, ft; 72 (7) 

aquivalent sein, so miissen beide Systeme eiuen gemeinsamen 
Hauptvector It und ein gemeinsames Hauptmoment K, daher 
auch eine gemeinsame Inyariante B,K haben; folglich muss 

nach Formel (39), S. 289, das relative Moment FQ (^) gleich 

der Summe der relativen Momente der Krafte (7) sein. Beachtet 
man ferner, dass das relative Moment zweier in derselben 
Ebene gelegener Krafte gleich Null ist, so folgt die Gleichung: 

_ (?i^ + 8ii + Ml) r. (8) 

Damit die beiden Krafte P und Q eine einzige Kraft F zur 



— 344 - 

Resultante habeii; ist erforderlich, dass sie in einer Ebene 
liegen; es muss daher ( j = sein, woraus sich die zwischen 

den sechs, der Kraft F aquivalenten Kraften bestehende Glei- 
chung in der folgenden Form ergiebt: 

?^* + fiA + yi^L = 0. (9) 

Diese Gleichung kann iibrigens in einem Falle erfullt sein^ in 

welchem P und Q zwar in derselben Ebene liegen, aber 

gleichwohl keine Resultante F geben, namlich in dem Falle, 

dass P und Q zwei parallele und gleiche Krafte von entgegen- 
gesetztem Sinne sind. 

Mit Hilfe der Formeln (6) lasst sich Gleichung (9) auf 
die folgende Form bringen: 

«>«^ Q + h^^ + '^x^ C) = ^' (1^) 

es ist dies eine Relation zwischen den relativen Momenten, 

welche die Richtungslinie von F mit den Kanten des Tetra- 
eders ABCD bildet. 

DieVerhaltnisscp^, y, ^;>; i^; j]*^ inVerbindungmitder 

Bedingung (9) oder dieGrossen Q, (^), (^), (^), (fj, (Q 

mit der Bedingung (10) konnen als Coordinaten der Rich- 
tungslinie der Kraft F gewahlt werden. 

Cayley*) und Zeuthen**) bedienten sich derartiger 
Stralencoordinaten statt der Pliicker'schen in ihren Unter- 
suchungen iiber die Complexe. Diese Coordinaten lassen sich 
leicht als Functionen der Plucker'schen darstellen. 

Es seien x, y, & geradlinige, rechtwinklige Coordinaten 

irgend eines Punktes der Richtungslinie der Kraft F\ X, Y, Z 
die Projectionen von F auf die Coordinatenaxen; 

Gtl,ar> &!,«; 0\^x^ ^,x y 62,*; C2,x 



*) Transactions of the Cambridge Philosophical Society, Vol. XI, 
Part II. 

**) Math. Annalen von A. Clebsch und Neumann, I. Bd. (1869), S. 432. 
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die Projectionen der Eanten a^ h^^ c^y ag, h^i ^2 ^^^ ^^® 
Axe der x\ 

«l,y, &l,y, Ci,y, a2,y, &a},y, ^2,^ 

ihre Projectionen auf die Axe der y\ 

«1,*, 6l,a, Ci,«, ag,,, 62,*, ^2,« 



ihre Projectionen auf die Axe 
S. 281, ist 


der ;8f 


. Nach 


Formel (27), 




^<". © - 


X Y Z 

0'l,x <^l,tj «1,« 

a? y ^ 


; 


woraus folgt: 




«2 «a 


y z 


• 

+ 


«i,y 


;? a; 
Z X 


+ 


ai,z 


^ 2/ " 
X Y • 



Aehnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die Grossen 



?i. ft_ ri §2 Y2 

F ' F ' F ' F ^ F 



80, Es sei Fy F\ . . . ein beliebiges Kraftesystem. Wir 
ersetzen jede dieser Erafte durch sechs langs den Eanten eines 
gegebenen Tetraeders ABCD gerichtete Erafte und bezeichnen 

mit «(•>, /5^'), y(»), a^'^ p^^, y(*) diejenigen, welche die Eraft P^^ 

1 1 I A * A 

ersetzen und resp. langs den Eanten a^, 6^, q, a2; ^2> ^2 g®' 
richtet sind. Wenn man nun alle langs denselben Tetraeder- 
kanten gerichteten Erafte in je eine Eraft zusammensetzt, so 
ergeben sich sechs Erafte 

2a,, Z^„ Zy„ 2a„ £§„ IJy,-, (11) 

die resp. langs den Eanten a^, h^ c^, a.^, \y c^ gerichtet und 
zusammen dem gegebenen System der Erafte Fy F'y . . . Equi- 
valent sind. 

Hat das gegebene Eraftesystem eine einzelne Eraft zur 
Eesultante, so mtissen die Erafte (11) der Bedingung (9) ge- 
niigen, d. h. es muss sein: 






1st diese Bedingung nicht erfUllt, so reduciren sich die gege- 
benen Erafte Fy F'y , . . auf zwei Erafte I und ft, von denen 
die eine die Resultante der durch den Punkt 2> gehenden 
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Erafte £ccif 27/3^, 2Jy^ ist, die andere aber die Resultante der 
in der Ebene ABC liegenden Krafte 27 a^; ^ft? -^^2? j^^^ 
Krdftesystem, das sick nicht auf eine Einzelhraft reduciren Idsst, 
Idsst sich daher auf zwei Krafte reduciren. 

Da die Krafte k und ft einander nie entgegengesetzt gleieh 

sein konnen, so ist zum Gleichgewicht des Erafbesystems Fy F\ . . . 
erforderlich, dass sowohl A = als auch ft = sei; hierzu 
aber ist notbwendig; dass 

Ua, = 0, up, = 0, Uy, = 0, ZJa, = 0, Sp, = 0, 2Jy^ = 

sei. Die Gleichgewichtsbedingungen sind daher durch sechs 
Gleichungen von derselben Form dargestellt, worin ein ge- 
wisser Vorzug der Cayley'schenCoordinatenvorden PlUcker'- 
schen besteht. 

Die obigen Gleichungen sind zum Gleichgewicht nicht nur 
nothwendig, sondem auch hinreichend, wenn die Angriffspunkte 

der Krafte F, F', . . . unveranderlich unter einander verbunden 

sind. Wegen der Aequivalenz des Systems A, ft mit dem 

Systeme F, F\ . . . gehoren der Hauptvector jR, das Haupt- 

moment K und die Invariante UK sowohl dem gegebenen 

Kraftesystem JF, F\ , . , , als auch dem Systeme der sechs 

Krafte (11) und dem Systeme der beiden Krafte I und fi an. 
Nach der Formel (39), S. 289, und nach Pormel (8) des vori- 
gen § ergiebt sich daher einerseits 

andererseits aber auch 

Ein und dasselbe Kraftesystem F^ F\ . . . lasst sich auf 

verschiedene Weise auf zwei Resultanten A und [i reduciren, 
je nach der Wahl des Tetraeders A BCD, Uebrigens kann 
man auf folgendem Wege zwei dem gegebenen Kraftesystem 

aquivalente Krafte A und ft unabhangig von dem Tetraeder 
ABCD finden. Man wahlt eine beliebige Ebene ABC und 
ausserhalb derselben irgend einen Punkt 2> and zerlegt dana 
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jede Kraft F^*^ des Systems in zwei Krafte P^'^ und Q^*^ so, 

dass P^ durch den Punkt D geht, Q^*^ aber in die Ebene ABC 

fallt; dann bildet man die Resultante A aller durch D hin- 

durchgehenden Krafte P, F\ . . . und die Resultante ft aller 

in der Ebene ABC liegenden Krafte Q, Q\ - » - 

81. Man kann auch direct zwei Krafte A und ft finden, 
die einem gegebenen Kraftesystem Equivalent sind, wenn man 

den Hauptvector U und das Hauptmoment K fiir einen be- 
liebigen Ursprung kennt. 

Die gesuchten Krafte miissen namlich den Gleichungen 



Vk+ViL = B; Mk + M(i = K (12) 

geniigen, wobei noch die Bedingungen 

Vnia = 0, Fft . Jtfft = (13) 

bestehen, die^ ausdriicken, dass der Vector jeder Kraft auf ihrem 
Momente senkrecht steht. 

J,. 3g Man zerlegl. (Fig. 35) den Hauptvector 

B in zwei Componenten OA und OB, legt 
durch zwei dazu senkrechte Ebenen (P) 

und (Q) und eine dritte beliebige Ebene (S) 

V — 

durch das Hauptmoment K. Bestimmt man 

} nun die Schnittlinien der letzteren Ebene 

// mit den beiden ersteren, so sind dies zwei 

I / I resp. zu OA und zu OB senkrechte Gerade. 

[/ / Da diese Geraden in derselben Ebene lie- 

/ gen wie das Hauptmoment K, so lasst 

sich K in zwei Componenten OA' und OB' 
langs ihnen zerlegen. Man sieht aus dieser Construction, dass 
die Gleichungen (12) und (13) erfullt werden, wenn man setzt 

Vk = OA, V(i = OB, 

Ml = OA\ M(i^OB\ 

Construirt man mit Hilfe der Argumente OA und OA' die 

Kraft A und mit Hilfe der Argumente OB und OB' die Kraft 

ft, so erhalt man zwei Krafte A und ^, die zusammen dem 
gegebenen Kraftesysteme Equivalent sind. 
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Die Krafte I und ft sind dadurch hedingt, dass ihr Pro- 
duct, multipUcirt mit dem relativm Momente ihrer Bichtungs- 

linien gleich der Invariante KB des gegebenm Krdftesystems sein 
muss (vergl. Formel (39), S. 289), d. h.: 

Dividirt man diese Gleichung durch 6, so ergiebt sich 

{X, ii) == S {F, F') , 

d. h. das Volumen eines Tetraeders (A, ft) , wdches zwei dent ge- 

gehenen Krdftesystem aquivalente Krafte k und [i zu gegenuber- 
liegenden Kanten hat, ist gleich der algebraischen Summe der 
Volumina alter der Tetra^eder, die man aus den gegebenen Krdf- 
ten dadurch construiren hmn^ dass man die Krafte paaru^eise 
als gegenuberliegende Tetraederlcanten betra^htet, Dieser Satz 
riihrt von Mobius her.*) Demselben entspricht der in der 
Kinematik § 148 bewiesene Satz liber die Rotationswinkel- 
geschwindigkeiten. 

Es sei noch bemerkt, dass, wenn die Invariante KB nicht 
gleich Null ist, die Krafte A und ft nicht in einer Ebene lie- 
gen konnen; denn das relative Moment ( ) ist dann nicht 

gleich Null. 

Die gegenseitige Lage der Richtungslinien (I) und (m) 

der Krafte I und ft ist dadurch bedingt, dass diese Geraden 
conjugirte Polaren desjenigen Liniencomplexes [KjB] sind, der 

(wie in § 66 erwahnt wurde) das Hauptmoment K und den 

Hauptvector B zu Parametern hat. Hiervon kann man sich 
folgendermassen iiberzeugen. 

Multiplicirt man die Gleichungen (12) geometrisch mit 
Ml und FA und addirt sie hierauf, so ergiebt sich: 



BMl + KVl =V^.Ml + M^. Vk. 

Multiplicirt man ferner die Gleichungen (12) geometrisch mit 
einander, so findet sich: 



*) Crelle's Journ., Bd. 4, S. 179; auch in Mobius' „Lehrbuch der 
Statik" (1837), 1. Th., § 72, S. 121 u. S. 122 Anm. 



— 349 — 
folglich ist: 

Da nach der Voraussetzung die Invariante KB nicht ver- 

schwindet, so konnen die Argumente der Geraden A nicht der 
Gleichung 

gendgen^ welche die Gleichung des Complexes [K^ R] ist; 
daher kann die Gerade (I) kein Stral des Complexes [K, R] 
sein. Dasselbe lasst sich auch fur die Gerade (m) beweisen, 
Ist nun 6 eine beliebige Strecke auf einer Geraden (A), 
so sind (vergl. Gleichung (14), § 59) die Bedingungen dafiir, 
dass diese Gerade (A) die beiden Richtungslinien (I) und (m) 
schneidet, ausgedriickt durch die Gleichungen: 



MI.V0+ rk.Ma = 0, 



durch Addition derselben erhalt man: 



(14) 



(Ml + Mil) Va + (FA + V(i)Ma = 0. (15) 

Diese Gleichung geht aber infolge der Beziehungen (12) iiber 
in die Gleichung 



Kr6 + RMa=^0, (16) 

welche zeigt, dass eine Gerade {A), die die Geraden (I) und 
(m) schneidet, ein Stral des Complexes [K, R] ist. Um- 
gekehrt schneidet aber auch jeder Stral (A) des Complexes 
[K, R], der eine der beiden Geraden (I) und (m) schneidet, 

auch die andere; denn wenn man auf (A) eine Strecke 6 an- 
nimmt, die der Gleichung (16) oder (15) zugleich mit einer 
der Gleichungen (14) gentigt, so ist auch die zweite der 
Gleichungen (14) erfiillt. Zwei solche Gerade (I) und (m) aber, 
die die Eigenschaft haben, dass alle ihre Transversalen Stralen 
des Liniencomplexes sind, sind conjugirte Polaren dieses Com- 
plexes. 

Man kann die Kraft A willkiirlich auf irgend einer Geraden (Z), 



— 350 — 

die nicht zu den Stralen des Complexes [JT, JB] gehort, wahlen 
und mit Hilfe ihrer Argumente Vk und Mk die Argumente 
der ihr conjugirten Kraft ft, d. h. die Grossen 

bestimmen. Um die Gerade (m) zu construiren, wenn die 
Lage von {I) gegeben ist, wahlt man auf der letzteren zwei 
Punkte (p) und (q) und construirt die Stralenebenen (P) und 
(Q) des Complexes [K, R], welche die Punkte (p) und (q) zu 
Nullpunkten haben; die Schnittlinie der Ebenen (P) und (Q) 
ist dann (m). Tragt man auf dieser Geraden eine der DifiFe- 

renz R — FA geometrisch gleiche Strecke auf, so erhalt man 

dadurch die Kraft ^. 

Auf einem anderen Paare conjugirter Polaren (V) und 

(m') des Complexes [K, R] kann man zwei andere Krafte A' 

^' annehmen, die dem gegebenen Kraftesystem, also auch den 

beiden Kraften A und ft aquivalent sind. 

Die vier Geraden (T), (m), (V), (m') sind dann Lagen der 
Erzeugenden eines gewissen geradlinigen Hyperboloids (H). 
Denn jede Gerade (A), welche die drei Geraden (Z), (m), (Z') 
schneidet, ist ein Stral des Complexes [K, R], der auch (m') 
schneidet; daher liegt (m') mit alien seinen Punkten auf dem 
durch die Bewegung der Geraden (A) langs den drei Leitlinien 
(Z), (m), (V) erzeugten Hyperboloide (If). Dies stimmt auch 
mit dem iiberein, was in § 68 fUr den Fall n = 4 beziiglich 
des Gleichgewichts von vier Kraften bewiesen wurde. Die den 

Kraften A' und ft' entgegengesetzt gleichen Krafte — A' imd 

— ft' miissen namlich mit den Kraften A und ft im Gleich- 
gewicht sein; nach § 68 (Fall n = 4) miissen aber die Rich- 
tungslinien (Z), (m), (V), (m') der vier im Gleichgewicht be- 

findlichen Krafte A, ft, — A', — ft' auf einem geradlinigen 
Hyperboloide liegen. 

Wendet man die im Anfange dieses § gegebene allgemeine 
Methode der Construction von zwei, einem gegebenen Kraffce- 

system aquivalenten Kraften auf den Specialfall an, dass K 

das kleinste Hauptmoment ist, d. h. dass sowohl K, als auch 
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der Hauptvector jR in die Axe des Complexes [K, R] fallen^ 

so ergeben sich die Erafte A und ^ folgendermassen. 

Man zerlegt (Fig. 35) den Hauptvector R in die beiden 
Oomponenten OA und OB, errichtet in der Ebene J.OjB auf 
OA und OB Senkrechte und zerlegt nach ihnen das Haupt- 

moment K in die beiden Oomponenten OA' und 0B\ Diese 

Componenten sind dann die Momente der gesucbten Krafte X 

und II. 

Bezeicbnet man die Arme dieser Erafte mit p und q, so ist 

OA' OB' ,,„. 

wobei diese Arme beide auf einer zur Ebene AOB senkrechten 
Geraden aufzutragen sind. 

Macht man OC =^ p und OC = q, so ist die durch C 
parallel zn OA gelegte Gerade die Ricbtungslinie (Z) der Kraft 

A und die durch C gelegte Parallele zxi OB die Kichtungs- 

Hnie (w) der Kraft ^; folglich ist die Kraft A durch eine auf 

(I) aufgetragenC; der OA geometrisch gleiche Strecke dar- 

— • 

gestellt und [i durch eine auf (m) aufgetragene Strecke^ die 
geometrisch gleich OB ist. 

Man sieht aus dieser Construction leicht^ dass 

jp = -p cot (jiR), g == -^ cot {IR) 

ist, woraus sich die Proportion 

jp : g = tan (AiZ) : tan (ftjR) 

ergiebt; dieselbe zeigt, dass die TcUrzesten Abstande zweier con- 
jtigirter Polaren von der Axe des Complexes [K, RJ den Tan- 
genten der Winkelj welche die Polaren mit der Axe bilden, pro- 
portional sind.*) 

Die Krafte A und [i haben im geometrischen Sinne dieselbe 
Bedeutung, wiie die beiden conjugirten Rotationswinkelgeschwin- 

*) Dieser Satz wurde von Chasles fur zwei coDJugirte Rotations- 
axen in einem Systeme mOglicher Geschwindigkeiten bewiesen, wenn 
diese Geschwindigkeiten durch eine Schraubenbewegung bestimmt sind, 

deren Translationsgeschwindigkeit gleich H, deren Rotations winkel- 

geschwindigkeit gleich K ist. 
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digkeiten, die einem Systeine von Geschwindigkeiten aquivalent 
sind, welches durch eine Schraubenbewegung von der Trans- 
lationsgeschwindigkeit R und der Winkelgeschwindigkeit K 
bestimmt ist. 

Ueberhaupt lassen sich alle im Capitel XIV der Kine- 
matik behandelten Eigenschaften der Rotationswinkelgeschwin- 
digkeiten auch auf Krafte ubertragen. 

82. Ist der Hauptvector jR eines gegebenen Eraftesystems 
gleich Null, so reducirt sich die erste der Gleichungen (12) 
auf die folgenden 

7^= — FT, 

welche fordert, dass die Vectoren der Krafte A und ft, also 
auch die Krafte selbst geometrisch entgegengesetzt gleich seien. 
Ist dabei das Hauptmoment K nicht gleich Null, d. h. ist das 
gegebene Kraftesystem nicht im Gleichgewicht, so konnen die 
Krafte A und ft nicht in dieselbe Gerade fallen. 

Zwei entgegengesetzt gleiche, langs verschiedenen Ge- 
raden gerichtete Krafte nennt man ein Paar (couple). 

Ist qlso der Hauptvector oder die geometrische Summe der 
Krafte eines Systems gleich Nullj das System aber nicht im 
Gleichgewicht f so redtidrt sich dasseJhe auf ein Paar. 

Die Geraden (l) und (m) sind in diesem Palle conjugirte 
Polaren des Complexes [K, 0]. Bezeichnet a eine Strecke 
auf einem beliebigen Strale (-4), so ist J5rF<y = 0, d. h. alle 
Stralen des Complexes [JT, 0] sind senkrecht zu dem Haupt- 

momente K. Da aber nach dem Friiheren jede Gerade, die 
(Z) und (m) schneidet, d. h. jede in der Ebene des Paares 
(A, ii) liegende Gerade, ein Stral des Complexes ist, so muss 
das Hauptmoment K auf dieser Ebene senkrecht stehen. 
Die Gleichung (37), S. 288, 



K'=K—MR\ 

welche die Beziehung zwischen den, zwei verschiedenen An- 
fangspunkten und 0' entsprechenden Momenten ausdriickt, 
wird im Falle JB' = zu K= K\ Die Grosse und Richtung 
des Hauptmomentes K ist daher von der Wahl des Ursprungs 
unabhangig, wenn sich das gegebene Kraftesystem auf ein Paar 
reducirt 
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Das Hauptmoment "^ der gegebenen Krafte ist zugleich 

auch das Moment des ihnen aquivalenten Paares (A, (i), Wahlt 
man den Ursprung auf der Richtungslinie (m) der Kraft 

ft, so ist Jf^ == 0, also K = ML Bezeichnet h den kiir- 
zesten Abstand der Geraden (J) und (m), so ist K=Xh. 

Der kiirzeste Abstand der Richtungslinien der Krafte eines 
Paares heisst der Arm des Paares; man hat daher den Satz: 
das Moment eines Pcuzres ist gleich dem algebraiscJien Producte 
einer der Krafte in den Arm des Paares. 

Poinsot*) nennt jede zur Ebene des Paares senkrechte 
Gerade eine Aixe des Paares. Wahlt man nun den Mittel- 

punkt des Armes h als Ursprung des Momentes K, so sieht 

ein an K sich anlehnender und auf den Angriffspunkt der einen 
Oder der anderen der das Paar bildenden Krafte hinschauender 
Beobachter die Wirkung des Paares nach rechts hin vor sich 
gehen; denn dann ist das Moment jeder Kraft gleich ^K und 

hat dieselbe Richtung wie K. 

Sollen zwei Paa/re (A, \i) und {X\ ^') dquivalent sein^ so 
ist nothwendig und hinreichend, doss ih/re Momente eincmder 
geometrisch gleich sind. Hierzu aber ist hinreichend und er- 
forderlich: 1) dass die Ehenen der heiden Paare zusammmfaUen 
Oder parallel sind, 2) dass das Produxit der Kraft in den Arm 
hei heiden Paxxren dasselbe ist und 3) dass ein Beobachter, der 
auf der Ebene des einen Paares senkrecht steht und auf die An- 
griffspunkte der Krafte der heiden Paare hinschaut, die Krafte 
in demselben Sinne unrken sieht, d. h. hei heiden Paa/ren nach 
rechts hin oder hei heiden nach links hin. 

Auf Grund dieser Aequivalenzbedingungen der Paare kann 
man ein Paar in ein anderes verwandeln^ indem man es in 
derselben Ebene an einen anderen Ort, oder in eine andere, 
der ersten parallele Ebene verlegt, ohne die Grosse und Rich- 
tung des Moments des Paares zu andern. 

Sind zwei Kraftesysteme nicht im Gleichgewicht und 
reducirt sich jedes von ihnen auf ein Paar, so bilden sie zu- 
sammen ein System, das sich auch auf ein Paar reducirt. 



*) Poinsot nennt auch das Moment K selbst ein Paar. 

Somofff Mechanik. II. 23 



Denn da der Hauptvector jedes Systems gleich Null ist, so ist 
es auch der Hauptvector des ganzen Systems als die geo- 
metrische Summe der Hauptvectoren der beiden Systeme. Ferner 
ist das Hauptmoment des gauzen Systems gleich der geo- 
metrischen Summe der Hauptmomente der beiden Einzelsysteme; 
folglich ist das Moment des dem ganzen Systeme aquivalenten 
Paares die geometrische Summe der Momente der beiden, den 
gegebenen Einzelsystemen aquivalenten Paare. 

Hieraus folgt unter anderem, dass zwei Paare (A, ^) und 
(A', ft') von den Momenten K und K" sich in ein Paar von 
einem Momente gleich K-\- K' zusammensetzen lassen. 

Zum Gleichgewichte zweier Paare (A, ft) und (A', ft') ist 

nothwendig und hinreichend, dass Jf + Jf' = oder K' = — K 
sei, d. h. dass ihre Momente einander geometrisch entgeg^n- 
gesetzt gleich seien. 

83. Jede Kraft F lasst sich durch ein Paar und eine 
ihr geometrisch gleiche, in einem gegebenen Punkte an- 
greifende Kraft ersetzen. Um dies zu zeigen, lasst man im 

Punkte eine der Kraft F geometrisch gleiche Kraft F^ und eine 

dieser entgegengesetzt gleiche Kraft — F^ angreifen. Dadurch 

erhalt man statt F eine ihr geometrisch gleiche Kraft F^ und 

das Paar {Fj — ' F^, In dieser Weise kann man ein gegebenes 

Kraftesystem F, F\ ... durch, den gegebenen geometrisch 

gleiche, in einem Punkte angfeifende Krafte F^, F^, . . . und 

durch ein System von Paaren (jP, — F^), (jP', — JF\'), . . , 
ersetzen. Das System der in angreifenden Krafte hat eine 

Resultante, die der Hauptvector R des gegebenen Kraftesystems 
ist; das System der Paare reducirt sich auf ein einziges Paar 

(A, ft), dessen Moment das Hauptmoment K des gegebenen 
Kraftesystems ist. 

Ist K das kleinste Hauptmoment, so ist die Ebene des 

Paares ($, — Q) zu dem Hauptvector B senkrecht. 

Legt man das Paar so, dass die Mitte seines Armes in 

den Ursprung fallt, so hat man eine Kraft R, die diesen 
Punkt in der Richtung der Axe des Complexes [iST, R] zu ver- 
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schieben strebt und zwei I^rafte, die den Arm des Paares um 
diese Gerade zu drehen streben. 

Doch folgt hieraus noch nicht, dass der Eorper^ auf den 

die Krafte F, F, . . . wirken, eine Schraubenbewegung erhalt. 
Denn die Bewegung des Korpers rUhrt nicht nur von der 

Wirkung der Krafke F, F', . . . her, sondern auch von der 
Wirkung der inneren Krafte. 

Reducirt sich das Kraftesystem F, F\ . . auf ein Paar, 

so ist i? = 0, daher auch die Invai:iante IRK = 0. Die In- 
variante eines Krdftesystems ist daher in den folgenden drei 
Fallen glekh Null: 1) wenn die Krafte im Olekhgewichte sind, 
2) wenn sie sich auf eine Einzelkraft reduciren lassen und 3) wenn 
sie sich auf ein Paar reduciren lassen. 

In jedem dieser Falle hat man nach den Formeln des 
Capitels III: 

2:Fr(^) = o, 2:{F,r) = o, 

XL+ YM+ZN=0. 



Capitel VI. 



Eigenschafben von ErSften, die sich geometri^ch nicht ^dem, wenn 

ihre unveranderlich unter einander verbundenen Augriffspunkte 

eine beliebige Verschiebung erleiden. 

84. Wir haben in § 74 gesehen, dass, wenn an einem 
unveranderlichen Punktsysteme ein System von Parallelkraften 
angreift, deren geometrische Summe nicht gleich Null ist, 
dieses Erafbesystem sich auf eine Einzelkraft reduciren lasst, 
die man im Mittelpunkte der Krafte angreifen lassen kann, 
d. h. im Mittelpunkte von Massen, die gleich den Kraften und 
in deren Angri£Fspunkten concentrirt sind. Wenn sich diese 
Krafte geometrisch nicht andem, wahreiid das System der 
Augriffspunkte eine beliebige Verschiebung erleidet, so andert 
sich auch die Resultante geometrisch nicht und greift immer 
noch an demselben Punkte an. Anstatt die Augriffspunkte der 
Krafte zu drehen, kann man dieselben unbeweglich lassen und 
dafur die Krafte um diese Punkte so drehen, dass alle Krafte 

23* 
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Fig. 86. 



parallel bleiben^ ihre relative h^ge und Grosse beibehalteii 
oder ihre Grosse in demselben Verhaltnisse andern. Dabei 
dreht sich dann die Resultante um einen festen Punkt, der 
der Mittelpunkt des Kraftesystems ist, bleibt alien Eraften 
parallel und behalt ihre Grosse entweder bei oder andert sie 
in demselben Verhaltnisse, wie jede einzelne Kraft. 

Es giebt aber noch andere Kraftesysteme, die sich in 
ahnlicher Weise verhalten. Das einfachste derartige System 

bilden zwei sich schneidende Krafte. Es seien P und Q (Fig. 36) 

zwei an den festen Punk- 
ten A und B angrei- 
fende Krafte, deren Rich- 
tungslinien sich in einem 
PunkteCschneiden. Die 
Richtungslinie ihrer Re- 
sultante B geht gleich- 
falls durch den Punkt C. 
Dreht man nun die 

Krafte P und Q um die 
Punkte A und B in der 
Ebene ABC, ohne ihre 
Grosse und den von 
ihnen eingeschlossenen 
Winkel zu andern, so 




nehmen sie gewisse Lagen P' und Q' ein, so dass ihre Rich- 
tungslinien sich nunmehr in einem anderen Punkte C\ aber 
unter demselben Winkel <^ J.(7'J5 == ^ ACB schneiden. In- 
folge der Gleichheit dieser Winkel liegen die vier Punkte A, 

By C und C auf einem Kreise. Die Resultante B = P -^ Q 
schneidet diesen Kreis in einem Punkte 0, durch welchen auch 

die Resultante JB' der Krafte P' und Q' gehen muss; denn 

die Richtungslinie von JB' muss mit P' einen Winkel gleich 
^ OCA bilden. Wenn sich also die Krafte P und Q um die 
Punkte A und B drehen, so dreht sich ihre Resultante B um 
den Punkt 0; man kann daher den Punkt den MittelpunJU 
der Krafte P und Q nennen. 

Denken wir uns nun die Punkte A, C\ J5, unveranderlich 
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unter einander verbunden und derart um den Punkt* gedreht, 
dass C in die Gerade 00 nach C" faUt; die Gerade C A 
nimmt dann die zu GA parallele Lage G" A\ G'B die zu 

GB parallele Lage G"B' ein; die Krafte P' und Q' werden 

dann dadurch resp. geometrisch gleich den Kraften P und Q, 
Man sieht leicht^ dass 

P : e : jR = sin {QR) : sin (JSP) : sin {FQ) 

= sin {BAO) : sin {ABO) : sin (AOB) 
^OBiOAiAB 

ist, woraus sich die Entfemungen des Mittelpunktes der 
Krafte von deren AngrifiFspunkten A und B ergeben: 

0A = ^^, 0B = ?^; (1) 

mit Hilfe dieser Abstande lasst sicb die Lage des Punktes 
bestimmen. 

Sind die Krafte P und Q parallel, so liegt der Punkt 
auf der Geraden AS und die Abstande OA und OB sind 
immer noch durch die Formeln (1) bestimmt. 

Bezeichnet man die Abstande der Punkte A, B, von 
dem Schnittpunkte G der drei Krafte mit p, q, r, so hat man 
nach einer bekannten Eigenschaft des Kreisvierecks: 

OB.p+OA.q = AB.r', 

mit Riicksicht auf die Formeln (1) folgt hieraus: 

r = ^ . (2) 

Hiermit ist die Lage des Mittelpunktes auf der Richtungs- 
linie der Resultante bestimmt. 

Jedes System von Kraften F, F', . . . , die in einer Ebene 
liegen und sich auf eine einzige Resultante reduciren lassen, 
hat einen Mittelpunkt, wovon man sich folgendermassen leicht 

liberzeagen kann. Man zerlegt die Resultante R in zwei Gom- 

ponenten P und Q und jede einzelne Kraft des Systems in 

zwei den Componenten P und Q parallele Krafte. Dadurch er- 
halt man zwei Systeme vonParallelkraften: das erste hat eine 

der Kraft P geometrisch gleiche Resultante und einen Mittel- 
punkt in einem gewissen Punkte A\ das zweite hat eine der 



— 358 — 

Kraft Q gebmetriscli gleiche Resultante und einen Mittelpunkt 
in einem gewissen Punkte J5. Die in den Punkten A und B 

angreifenden Resultanten P und Q der beiden Systeme (p) 
und (q) behalten diese Angriffspunkte bei und andem sich 
geometrisch nicbt; wenn die Angriffspunkte aller gegebenen 
Krafte, die dabei unveranderlich verbunden zu denken sind, 
eine beliebige Verschiebung in der Ebene der Krafte erleiden, 
sie haben folglich einen Mittelpunkt 0. Diesen Punkt kann 
man als den Mittelpunkt des gegebenen Kraftesystems an- 

sehen; denn die Resultante B der beiden in den Punkten A 

und B angreifenden Krafte P und Q ist die Resultante der 

gegebenen Krafte, und wenn man sie im Punkte angreifen 

lasst^ so behalt sie diesen Angriffspunkt bei, wenn •sich die 

Angriffspunkte der gegebenen Krafte um dreheU; d. h. um 

eine durch senkrecht zur Ebene der Krafte gelegte Axe. 

Dagegen hat kein anderer Punkt der Ebene diese Eigenschaft 

des Punktes 0. 

Da der Punkt auf der Richtungslinie der Resultante B 
des gegebenen Kraftesystems liegt^ so hat er die in § 72 nach- 

gewiesene Eigenschaft, doss die algebraische Summe der Pro- 

dmte aller Krafte in die von auf sie gefallten Perpendikd 

gleich NuU ist 

Bezeichnen 9, 9', 9", ... die vom Punkt nach den Angriffs- 

punkten der Krafte jP, F', jP", . . . gezogenen Radienvectoren, 
^7 g?', 9", ... die Winkel, welche diese Radienyectoren mit 
den entsprechenden Kraften bilden, so lasst sich die eben er- 
wahnte Eigenschaft des Punktes durch die Gleichung 

2;j'9«ing? = (3) 

ausdriicken. Diese Gleichung muss bei einer Drehung aller 
Angriffspunkte in der Ebene der Krafte um bestehen blei- 
ben. Durch eine solche Drehung erhalten aber alle Winkel 
€p, q)\ (p'\ . . . ein und dasselbe Increment o, wahrend F, 

F\ F\ . . . und 9, 9', 9", ... unverandert bleiben; es geht 
also die Gleichung (3) in die folgende fiber: 

HF^ sin (9? + cj) = , 
oder 

cos (X)UFq sin q) + sin oUFq cos cjp == 0. 
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Hierin ist das erste Glied nach Gleichung (3) gleich Null; es 
bleibt daher 

sin {qSFq cos ^ = , 

und da diese Gleichung fiir jeden beliebigen Werth von o 
gelten soil; so hat man die Bedingung 

ZFq cos ^ = . (4) 

Die Gleichung (3) besteht fur jeden Punkt der Rich- 
tungslinie der Resultante der gegebenen Kraffce und kann da- 
her als Gleichung dieser Geraden angesehen werden. Die 
Gleichung (4) lasst sich aus (3) dadurch ableiten, dass man 
die Winkel g?, ^>\ (p'\ . . . durch die Winkel g? + 90^, 9?' + 90^ 
^" + 90®, . . . ersetzt; wenn man also alle gegebenen Krafte 
um ihre AngrifiFspunkte in der Ebene der Krafte in demselben 
Sinne um 90® dreht, ohne ihre Grosse zu andern, so erhalt 
man ein Eraftesystem, dessen Resultante in die Gerade (4) fallt. 
Man findet also den Mittelpunkt des gegebenen Krafkesystems 
als Schnittpunkt der beiden Geraden (3) und (4). 

Es seien (a:, y), (x\ y'\ {x\ y"), ... die geradlinigen 

Coordinaten der Angrififspunkte der Krafte -F, F\ F\ . . . be- 
ziiglich irgend welcher rechtwinkliger Axen Ax, Ay in der 
Ebene der Krafte; (Z, Y), (Z', F), (Z", Y"), ... die Pro- 
jectionen der Krafte auf diese Axen; a, h die Coordinaten des 
Mittelpunktes 0. Nach den Gleichungen (3) und (4) hat man 
dann: 

2;[(a;-«)r~(y-6)X] = 0,2;[(a;-o)X + (y-6)Y] = 0, 

oder 

aHY —h i:'K = :2:{xY — yX) , 

a2;z+62;r=2;(a;Z + yr)- 

Hieraus findet man fiir die Coordinaten des Mittelpunktes 0: 
_ Il{p(iY — y:K>^ .EY-\- 2;(a;X4-yr) .EX 

, _ ^{p^^ -\- yY) . ZY — i:{xY — yX) . EX ^^-^ 

^— {ZXy + {2Y)^ 

Hierin ist 2J(xY — yX) das Hauptmoment der gegebenen 
Krafte beziiglich des Coordinatenursprungs und 2J{xX -f- y Y) 
das Hauptmoment der um 90® um ihre Angriffspunkte gedreh- 
ten Krafte fur deflselben Ursprung A. 
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Ebenso wie Erafte, die in einer Ebene liegen, lassen sich 
auch Krafte, die einer Ebene (sr) parallel sind und deren 

Hauptvector R nicht gleich Null ist, durch zwei Systeme von 
Parallelkraften (jp) und (q) von der Art ersetzen, dass deren 

Besultanten reap, gleich zwei beliebigen Componenten P und 

Q des Vectors R sind; dabei konnen P und Q so gewahlt 
werden^ dass sie verschiedene Bichtungslinien haben und in 
zwei, mit den Angriffspunkten der gegebenen Krafte unver- 
anderlich verbundenen Punkten A und B angreifen. Ist die 
Gerade AB der Ebene (jr) parallel, so schneiden sich die Re- 
sultanten der Krafte (ji) und (q) und lassen sich daher zu 
einer einzigen Kraft zusammensetzen, die die Resultante aller 
gegebenen Krafts ist. Sie haben einen Mittelpunkt 0, in dem 
man ihre Resultante angreifen lassen kann. Bei einer Drehung 
des Systems der unveranderlich verbunden gedachten Angriffs- 
punkte aller Krafte um eine durch gehende, zu der Ebene 
(tc) senkrechte Axe behalten die gegebenen Kraftie dieselbe 
Resultante mit demselben AngrifiFspunkte bei. 

Ist aber die Gerade AB der Ebene (tc) nicht parallel, 
so haben die gegebenen Kraft^e keine Einzelresultante und 
keinen Mittelpunkt 0. 

Jedenfalls hat ubrigens die Gerade AB, sowohl fur Krafte, 
die in einer Ebene liegen, als auch fiir solche, die einer Ebene 
(tc) parallel sind, die Eigenschaft, dass bei einer Drehung des 
Systems der Angriflfspunkte der gegebenen Krafts um sie diese 
Krafte zwei Kraften Equivalent bleiben, die in den Punkten 
A und B angreifen und sich nicht geometrisch andern. In- 
folge dieser Eigenschaft, die der Eigenschaft des Mittelpunktes 
paralleler oder in einer Ebene liegender Krafte ahnlich ist, 
nennt Minding diese Gerade AB die Centralaxe.*) 

Die Lage der Centrallinie beziiglich des Systems der An- 
griflfspunkte der Krafte ist von der Art der Zerlegung der 
Krafte in zwei Gruppen von Parallelkraften (p) und (q) un- 
abhangig. 

Es ist leicht nachzuweisen, dass auf der Geraden AB 



*) Mdbius nennt sie die Centrallinie , s. „Lehrbuch der Statik", 
1. Th., § 145 (S. 281). 
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der Mittelpunkt derjenigen Parallelkrafte liegt; die man durch 
Projiciren der gegebenen Eraffce auf Gerade erhalt, welche 
durch die Angriffspunkte dieser Erafte parallel zu irgend einer 
gegebenen Geraden (I) gezogen werden konnen; dabei konnen 
die projicirenden Ebenen orthogonal oder geneigt, d. h. zu 
einer beliebigen Ebene parallel sein. In der That, diese neuen 
Krafte bestehen aus zwei Gruppen, namlich aus den Projectionen 
(Pi) ^®r Krafte (jp) und aus den Projectionen (q^) der Krafte 
(g). Da die Krafte (p,) den entsprechenden Kraften (jpi) pro- 
portional sindy so haben sie ihren Mittelpunkt in J.; aus dem- 
selben Grunde haben die Krafte (q^) ihren Mittelpunkt in B. 
Die beiden Gruppen (p^) und (q^) bilden nun zusammen ein 
System von Kraften, die zu (l) parallel sind und deren Mittel- 
punkt auf derselben Geraden liegen muss, wie die Mittelpunkte 
der beiden einzeln genommenen Gruppen, d. h. auf der Ge- 
raden AB. 

Wahlt man fur (T) den Hauptvector R, so ergiebt sich 
als Mittelpunkt des betreffenden Systems von Parallelkraften 
ein Punkt, den man den Gentralpunkt der Cmtrallinie nennt .*) 

85. Jedes an einem unveranderlichen Punktsysteme an- 

greifende Kraftesystem F, W, . . . lasst sich, wenn sein Haupt- 
vector B nicht gleich Null ist, auf verschiedene Weise auf 
drei Krafte derart reduciren, dass sich diese drei Krafte bei 
irgend einer Verschiebung des Systems der AngriflFspunkte 
der gegebenen Krafte nicht geometrisch andern und dass ihre 
AngrifiFspunkte ihre Lage beziiglich der Angriffspunkte der ge- 
gebenen Krafte beibehalten. Um dies zu zeigen, zerlegt man 

den Hauptvector B in drei Componenten P, Qj S langs den 
Kanten einer beliebigen dreikantigen Ecke und jede der ge- 
gebenen Krafte jP, F\ ... in drei, diesen Kanten parallele 
Krafte. Man erhalt dadurch drei Systeme von Parallelkraften 

(p)? {0)9 (^)j deren Resultanten resp. geometrisch gleich P, 
Q, S sind und deren Mittelpunkte in gewisse drei Punkte A, 
B, G fallen. Lasst man die drei Resultanten in den ent- 
sprechenden Mittelpunkten A, B, G angreifen, so hat man in 



*) Mobius: „Lehrbuch der Statik", .1. Th., § 146 (S. 282). 
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ihnen drei Krafte P, Q, S, die sich geometrisch nicht andern 
und ihre mit den AngriflFspunkten der gegebenen Krafte un- 
veranderlieh verbundenen AngriflFspunkte A, B, C beibehalten, 
wenn die Angriflfspunkte der Krafte eine beliebige Verschie- 
bung erhalten. 

Liegen die Punkte A, B, G nicht auf derselben Geraden, 
so lasst sich durch sie eine bestimmte Ebene legen^ die mit 
den AngriflFspunkten der Krafte unveranderlich verbunden ist. 
Diese Ebene nennt man die Centralebene. Ihre Lage hangt 

von der Art der Zerlegang des Hauptvectors R in drei Com- 

ponenten P, Q, S nicht ab, da sie den Mittelpunkt jedes 
Systems von Parallelkraften enthalt, welches man durch Pro- 
jiciren der gegebenen Krafte auf Gerade, die durch die An- 
griflFspunkte parallel einer beliebigen gegebenen Geraden (I) 
gezogen sind, erhalt; dabei konnen die projicirenden Ebenen 
jeder beliebigen gegebenen Ebene parallel sein. Ein solches 
System von Parallelkraften, das wir mit (t) bezeichnen wollen, 
besteht namlich aus drei Systemen (pi), (Qi), (Sj), die von den 
Projectionen der Kraflie jedes der drei Systeme von Parallel- 
kraften (jp)y (q), (s) gebildet werden. Da aber die Kraftie des 
Systems (p^) denen von (p) proportional sinji, so ist A der 
Mittelpunkt von (Pi)^ aus dem analogen Grunde ist B der 
Mittelpunkt von (q^) und G der von (s^), Daher muss der 
Mittelpunkt des aus den Systemen (p^), (gj, (s^) zusammen- 
gesetzten Systemes (I) in der Ebene der Punkte -4., B, C 
liegen. 

Liegen dagegen die Punkte A, By C in einer Geraden, 
so muss auch der Mittelpunkt des Systems (?) auf dieser Ge- 
raden liegen. In diesem Palle ist die Gerade AB die Oen- 
trallinie. 

Fallen endlich die drei Punkte A, B, C in einen einzigen 
Punkt zusammen, so ist dieser Punkt selbst der Mittelpunkt 
des Systems (I). 

Wir wollen nun die Gleichung der Centralebene ableiten, 
indem wir annehmen, es seien A, B, C die Mittelpunkte der 
drei Kraftsysteme 

(X, X', . . .), (Y, y, . . .), {Zy z , . . .), 
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die man durch Zerlegung des gegebenen Eraftesystems F, F\ . . . 
nach Richtungen parallel den Coordinatenaxen OXy Oy, Oz 
erhalt; aof dieselben Axen seien auch die Angriffspunkte der 
Krafte bezogen and seien ihre Coordinaten resp.: 

(a?, y, ^), {pc\ y\ z), ... 
Die Resultanten der drei Systeme von Parallelkraften sind 
gleich den Summen 27 X, 27 F, 27 Z und durch Strecken parallel 
den Axen Ox, Oy, Oz dargestellt. 

Bildet man nan die neun Summen 

ZxX = «!! , Zx F = ai2 , ZxZ = ^13 , 
27yX = a2i > ZyY^a^, ZyZ ==: o^g , (6) 

27;8fX = 031, 2JzY =^ a^27 ^^^ = ^s 
und bezeiehnet die Coordinaten der Punkte A, B, C resp. mit 

(«!, «2> «3)> (A. P27 ft); (Yu Y%7 Y^y so findet man auf Grund 
der Pormeln (5) § 73, S. 331: 



a. 



Oil 

~ZX' ^ 

Pi ^^ ~Sy^ ^^ 



2X' ^3 



^1 
2X> 



a 



S8 



Yi 



•is 



2;r 

«83 






2Y 



0) 



Ogfl 



Sind ferner a;, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der durch die Punkte A, B, C gehenden Ebene, so ergiebt 
sich die Gleichung dieser Ebene in der Form: 

1111 



oder: 



X a. 



y a, 



2 



z a 



3 



ft 
ft 
ft 



Yi 

Y2 

Yz 



= 0, 



(8) 



1 

X 

y 



zx 

«2l 



ZY 

a. 



"12 



zz 

a. 



13 



a. 



22 



a 



23 



a 



32 



a 



S3 



= 0. 



(9) 



Dies ist die Gleichung einer bestimmten Ebene, welche die 
Centralebene ist, wenn die Unterdeterminanten, die sich durch 
DifiFerentiation der linken Seite nach den Elementen der ersten 
Colonne ergeben, nicht gleichzeitig verschwinden. 
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Wenn aber gleichzeitig 
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%1 ^32 ^38 




£X 


i:y 


2:z 
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-0, 


^11 ^12 %3 




«31 
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^^21 ^22 %8 





= 0, 



= 



ist, so liegen die drei Punkte A, B, C auf einer Geraden. 
Wenn dabei die drei Punkte A, B, C nicht in einen einzigen 
zusammenfallen, so existirt eine Centrallinie AB und ihre 
Gleichungen lassen sich in folgender Form schreiben: 
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EY 


EZ 
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«22 


»28 


-0, 
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«32 


»83 
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EX EZ 



a 
.a 



11 
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18 



Bl 



^3 



= 0. 



Endlich hat das Eraftesystem einen Mittelpunkt^ wenn die 
Punkte A, B , (7 in einen Punkt C zusammenfallen, was durch 
die Proportionalitaten 

^11 • ^12 • ^ 18 ^^^ ^1 • ^22 • ^3 
= ^1 • «32 • ^33 = ^^ • ^Y' ^Z 

ausgedriickt ist. 

Die erhaltenen Resultate gelten ebensowohl fSr schief- 
winklige wie fflr reclitwinklige Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz. 

86. Minding hat die folgende bemerkenswerthe Eigen- 
schaffc der Punkte A, B, C gefunden: 

Bos Btoduct am dem Fldcheninhalt des Dreiecks ABC und 
dem Volumen des ParallelepipedonSy welches die an den Punkt 
verhgten Krdfte EX, EY, EZ zu Kanten hat, ist unab- 
hdngig von der Lage dieses PunJctes und von der 'Richtung 
der Axen Ox, Oy, Oz, 

Um diesen Satz zu beweisen, untersuchen wir unter Vor- 
aussetzung rechtwinkliger Axen Ox, Oy, Oz den Werth der 
Determinante 



A = 



Dieselbe lasst sich nach dem Multiplicationsgesetz der Deter- 



«11 


«12 


«13 


«21 


«22 


^23 


«31 


«32 


»38 
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minanten als eine Summe von Producten aus Determmanten 
dritten Grades darstellen; die Glieder dieser Summe erhalt 
man^ indem man alle aus irgend drei Golonnen des Schemas 

X, X\ X'\ 

r, r, r 

z, z\ Z' 

gebildeten Determmanten mit den entsprechenden, aus dem 
Schema 



rtf 



ftr 



Qu % Su 



y. 



y, 

z\ 



It 
Qu • • • 
If 

y ,.. 
ft 



in derselben Weise abgeleiteten Determinanten dritten Grades 
multiplicirt^ d. h. es ist 

xx'r 

YTY 
Z Z'Z' 



A = 2J 



Die Determinante 



'ff 



rtr 





XXX 
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y y'y" 

z z'z" 



X y 
Y r 

z Z' 
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Z 



fr 



// 



■/f 



stellt das Yolnmen eines Parallelepipedons dar^ das die Yee- 

toren VF, VF', VF" der drei Krafte F, ~F\ W zu Kanten 
hat.*) Die Determinante 



XX X 



yyy 



If 



z z z 

reprasentirt, mit entsprechendem Vorzeichen genommen, das 
Volumen des Parallelepipedons, welches die vom Ursprunge 
nach den Angriffspunkten Jf, Jf ', M" derselben drei Krafte 

F^ F\ F" gezogenen Radienvectoren zu Kanten hat. Bezeichnet 
man nun jenes erste Volumen mit {Fj F\ JF"), den Abstand 
des Punktes von der Ebene MM'M" mit S und giebt man 



*) Das Vorzeichen der Determinante bestimmt sich folgendermassen. 
Wenn ein auf VF' hinschauender Beobachter VF\ den Vector VF" 
nach rechts gerichtet sieht, so ist die Determinante positiy zu nehmen, 
dagegen uegativ, wenn nach links. 
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diesem Abstand das + oder — Vorzeichen, je nachdem das 
Product der beiden Determinanten + oder — ist, so kann 
man schreiben: 

A = 6I]{F, F\ F") . MM'M" . S . (10) 

£s sei nun jede der gegebenen Erafte in drei Gomponenten 
parallel den Kanten einer beliebigen korperlichen Ecke zer- 
legt. Dadurch erhalt man drei Systeme von Parallelkrafken 

{p)) (0)9 (^); deren Resultanten P, Q, S in drei in der Cen- 
tralebene (9) liegenden Punkten A\ B\ C angreifen. Bedeuten 

(P„ P„ P,), {Q,,Q„J,2> (^t* ^^> ^») 

die Projectionen der Krafte P, Qy S auf die rechtwinklingen 
Axen und 

die Coordinaten der Punkte A\ JB', C\ so hat man: 

P^ + Q^ + 8, = £X, P, + Q, + 8, = 2JY, P,+Q,+ 8, = £Z, 

<Pi + P[Qt + y[S, = a,,, 
<P, + /»;% + y[S, = a,„ a\P, + fi[Q, + y[S, = a,,, 

«2-Pi + 1*2 61 + yi^i = agi, 

«2-P2 + /Jjft + ^2^2 = «22; «2-Ps + /Jj^S + ^2^3 = «23> 
«3^2 + PIQ2 + ylS^ = 032; "3 A + P3Q3 + ^3^3 = «38- 

Die Determinante A hat daher denselben Werth sowohl ffir 
das gegebene Kraftesystem^ als auch fiir die drei in den 
Punkten A\ B\ C angreifenden Erafte P, Q^ S] folglich ist 

^ = 6(P, Q, S).A'B'G\D, 

wenn D den Abstand des Punktes von der Centralebene (9) 
bedeutet. Durch Vergleichung dieses Ausdruckes von A mit 
(10) ergiebt sich: 

(P, Q, S) . A'B'G' .D=^2J(F, F\ F") . MM'M" . S. 

Die rechte Seite dieser Gleiehung ist von den Richtungen der 
Kanten des Parallelepipedons (P, Q, S) unabhangig, folglich 
auch die linke. Dividirt man beiderseits mit D, so erhalt man 
die Grosse (P, Q, S) . A'B'G\ die nicht nur von den Rich- 
tungen der Kanten des Parallelepipedons^ sondern auch von 



= 0. (11) 
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der Lage des Punktes unabhangig ist Hierin bestebt aber 
der Satz von Minding.*) 

Fiir jeden in der Centralebene gelegenen Punkt ist 
D = 0, also 

dies kann man als Gleichung der Centralebene ansehen. 

87. Wahlt man den Coordinatenursprung in der Cen- 
tralebene und die Axe Ox in der Richtung des Hauptvectors 
Jt, so ist 

% = 0, ^21 = 0> «81 =0; 
so dass die Gleichung der Centralebene in die folgende tibergeht: 

In diesem Falle sind die Mittelpunkte der beiden Systeme 
von Parallelkraften {Y, Y', . . .) und {Z, Z\ . . .) unendlich ent- 
femt von 0; daher ist die Centralebene den Armen der bei- 
den Paare parallel^ auf die sich jene zwei Kraftesysteme 
reduciren. 

• Die beiden Kraftesysteme lassen sich aber auch durch 
zwei andere, den Axen Oy und 0^ parallele Systeme ersetzen, 
deren Mittelpunkte in der Centralebene in endlicher Entfemung 
von dem Centralpunkte liegen. 

Zu diesem Zwecke lassen wir im Punkte langs der 

Axe Oy zwei entgegengesetzt gleiche Krafte R' und — JS' 
wirken und langs O0 ebenfalls zwei entgegengesetzt gleiche 
Krafte JR" und — JS". Diese Hinzufiigung von neuen Kraften 
zu dem ganzen Systeme der gegebenen Krafte andert offenbar 
dessen Wirkung nicht, welches auch die Lage des Systems 
der Angriffspuiikte sein mag; dagegen erhalt man hierdurch 
die Moglichkeit, das ganze Kraftesystem auf drei Krafte zu 
reduciren, deren Angriffspunkte mit den AngriiFspunkten der 
gegebenen Krafte unveranderlich verbunden sind, uamlich: 1) 



*) Minding selbst giebt einen anderen Beweis in Crelle's Joum. 
Bd. 16 (1836), S. 30. 
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die Kraft R — 22' — B", die inr Punkte angreift, 2) die 

Resultante R' der Parallelkrafte Y, Z', . . R\ deren Angriffs- 

punkt der Mittelpunkt dieser Krafte ist, 3) die Resultante R" 
der Parallelkrafte Z, Z\ . . R'\ die in deren Mittelpunkte an- 
greift. Dabei ist die zweite Resultante deshalb gleich der Eraft 
R\ weil 2;r= 0, und die dritte gleich R'\ weil 2;Z= ist. 
Die AngriflPspunkte A und R dieser beiden Krafte, d. h. 
die IMittelpunkte der beiden erwahnten Systeme von Parallel- 
kraften liegen, wie leicht zu sehen/ in der Centralebene. Die 
Coordinaten des Punktes A sind namlich 

„ 5is „ ?^ „ 5^ 

«i — 22'; «2 — 22' 7 «8 — jj' > 

und die des Punktes R 

Q ^^S Q 28 Q 88 

Pi ^'^ ~^' } P2 "^^ ~^' 7 Ps "^^ ]g^ J 

die ersteren wie die letzteren geniigen aber der Gleichung (11) 
der Centralebene. 

Die Lage der Centralebene lasst sich daher durch die drei 
Punkte 0, A, R bestimmen. 

Minding hat gezeigt, dass man die Riehtungen der Axen 
Oy und O0 so wahlen kann, dass die Geraden OA und OR 
zu einander rechtwinklig werden. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, die Axen Ox, Oy, O0 
seien rechtwinklig und werden mit einem anderen, gleichfalls 
rechtwinkligen Axensystem Ox, Oy^, 00^ vertauscht; dabei sei 
^ViOy = cc. Es seien nun A^ und R^ die den Axen Oy^ 
und Oz^ entsprechenden Lagen der Punkte A und R, d. h. es 
sei Ai der Mittelpunkt der der Axe Oy parallelen Exafte 

Y cos a -{- Z sin a, Y' cos a -{- Z' sina, . . . 

und ebenso R^ der Mittelpunkt der der Axe 00^^ parallelen 
Krafte 

— Z sin a -f" ^ <^os a, — Y' sin a -{- Z' cos a, . . . 
Nach den allgemeinen Formeln fiir die Coordinaten des Mittel- 
punktes paralleler Krafte findet man als Coordinaten des 
Punktes A in Bezug auf die Axen Ox, Oy, O0 



_/ _f _/ 

CC, = -r^ , «'„ = t4? • CC 



^it ' B'> -' B'> •*3 s' 
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a'j J = ajj cos a + Ojj sin a, 

a'jj = a^i cos a + agj sin a, (12) 

a'gj == 032 ^^s a + 033 sin a, 

und fiir die Goordinaten von B 

/»' /»' /»' 

iO' ^3 /9' "23 yq' "33 

Pi — ^''} P2 — Ji" f H3 — 22" ; 

mit 

a'j 3 = — 0^2 sin a + ^13 ^^^ ^ 9 

a^g = — Ogg sin a + a^ cos a, (13) 

a'gg «= — a32 sina + 033 cos a. 

Die Bedingung; dass der Winkel A^OB^ ein rechter sei, 
ist durch die Gleichung 

«'l2«'l3 + «22«23 + «32«'3-3 = ^ 

ausgedrfickt, welche infolge der Formeln (12) und (13) in die 

folgende iibergeht: 

« 

(«i2«is + «22«23 + »32«33) ^os 2a — ^ {a\^ + a^, + a\^ 
— «i3 — «23 — »33) sin 2a = . 
Diese Gleichung liefert fur tan 2 a immer einen reellen Werth, 
aus dem fur a zwei um 90^ verschiedene Werthe folgen. Es 
giebt daher in der durch den Gentralpunkt senkrecht zu 
dem Hauptvector 22 gelegten Ebene immer zwei und nur zwei 
Gerade von der Eigenschaft;, dasS; wenn man sie als Axen 
Oy^ und Oz^ betrachtet, der Winkel A^OB^ ein rechter wird. 
Es ist dabei beachtenswerth, dass die Richtungen dieser Geraden 
von der Grosse der Krafte U' und 22" ganz unabhangig sind. 

Die beiden durch diese Geraden mit dem Hauptvector 22 
bestimmten Ebenen nennt Minding Mittelebenen, 

Setzt man 22' = 1 und 22" = 1, so wird: 

aj = flj2? ^2 ""^ ^2; ^3 °^^ ^32> 
Pi "^ ^13? r2 ^^ ^23; ft '^^ ^3> 

«'i = «'i2; «2 = ^22; «3 = «32; 

/^'l = «'l3> P2 = ^23; ^3 = ^33- 

Durch Elimination der Grossen sin a und cos a aus den Glei- 
chungen (12) erhalt man die Gleichung 

(«32»2 2 — «22«3 2)^ + («38«2 2 " «23«3 2)^ 

= (%2^2i ^3^33/ f 

Somoff, Mechanik. U. 24 
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welche zeigt, dass die Coordinaten des Punktes A^ der Glei- 
chung 

(^32^ — «22^)^ + (%3y — «23^)^ = (%3«22 — ^gS^Ss)^ (l^) 

eines elliptischen Cylinders geniigen. Der Punkt A^ liegt da- 
her auf der Ellipse, langs welcher dieser Cylinder von der 
Centralebene (11) geschnitten wird. Dieselbe Gleichung er- 
fiillen aber auch die Coordinaten der Punkte A, JB, JB^; es 
liegen also alle die vier Punkte A, B, A^j B^ auf einer 
und derselben Ellipse, deren Mittelpunkt in ist Auch 
sieht man leicht, dass die Geraden OA und OB conjugirte 
Diameter jener Ellipse sind, OA^ und OB^ aber die Haupt- 
diameter. 

88. Um weitere Eigenschaften solcher Krafte zu finden, 
die sich, wenn sie an einem unveranderlichen Punktsystem an- 
greifen, bei einer Verschiebung desselben geometriscli nicht 
andern, wollen wir die beiden fol^enden Hauptaufgaben losen: 

1) Das Hatiptmoment der Krafte nach einer belidngen Ver- 
schiebung des Systems der AngriffspunJcte (das wir der Kiirze 
halber einfach Korper nennen wollen) m bestimmen; 

2) Eine Verschiebung des Korper s zu finden, nach welcher 
das Hauptmoment gewissen gegebenen Bedingungen geniigt 

Vom Hauptvector JS ist hier nicht die Rede, da er sich 
bei keiner Verschiebung des Korpers geometrisch andert. 
Ebenso bleibt das einem beliebigen Ursprunge entsprechende 

Hauptmoment K unverandert, wenn der Korper eine Trans- 
lationsverschiebung erleidet und der Ursprung dabei unverr 
anderlich mit - dem Korper verburiden bleibt. Das Haupt- 
moment K kann sich daher nur infolge einer Rotationsver- 
schiebung oder einer aus Rotationen und Translationen zusam- 
mengesetzten Verschiebung andern. Da aber die Translations- 
versdhiebung das Hauptmoment K nicht andert, so geniigt es, 
Rotationsverschiebungen des Korpers um den Ursprung der 
Momente zu betrachten. 

89. Es seien {x, y, z), {x\ y\ z), ... die Coordinaten 
der Angriffspunkte der Krafte in Bezug auf ein rechtwinkliges 
Axensystem Ox, Oy, Oz] (X, Y, Z\ (X', Z', Z'\ ... die Pro- 

jectionen der Krafte F, F', . . . und L, M, N die des Haupt- 
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momentes K auf jene Axen. Nach den Formeln des § 65 hat 
man dann: 

L = 2:{yZ-zT),M=^2:{zX—xZ\ N=2J(xY—yX). (15) 

Bestimmen wir nun die Incremente dieser Grossen, die sich 
infolge einer beliebigen endliehen Rotationsverschiebung des 
Korpers um den Punkt ergeben. 

Jede solehe Verschiebung lasst sich, wie in den §§ 168 
und 170 der Kinematik gezeigt wurde, durch eine Rotation 
des Korpers um eine gewisse Axe OA um einen gewissen 
Winkel q) hervorbringen. Die Lage dieser Axen und die Grosse 
des Winkels q) bestimmen sich mit Hilfe dreier Grossen A, ^, v, 
welche die Projectionen der auf der Axe der Verschiebung in 

bekannter Weise aufzutragenden Strecke 0-4. = tan —- = £1 

auf die Axen Ox, Oy, Oz sind. 

Setzt man nun voraus, dass die Axen Ox, Oy, Oz im 
Raume fest bleiben und dass diis Coordinaten rr, y, z nach der 
Verschiebung des Korpers die Incremente '^a?, ^y, /iz erhal- 
ten, so lassen sich diese letzteren mit Hilfe der Formeln (8) 
§ 171 der Kinematik (8. 365) als Functionen der Coordinaten 
X, y, z ausdriicken, namlich: 

^a; = I [- (^* + v^x + (X(i-v)y + {Xv + (i)e], 

Jy = l {(X(, + v)x- (A« + v») y + {(Lv -X)z\, (16) 



^« = T [(Av — ft) « + (ftv + ^) y - (^* + ft*)«], 



mit 



h 



1, 


v, — n 


— V, 


1, X 


V',- 


-X, 1 



= l-J-A2 + ^2^i;2=l+ii2=sec2|. 



Die Grossen L, M, N erhalten die Incremente 

^L = SZdy — UYJz, 
JM= HX/iz — ZZ^x, 
JN= 2JYJX — UXJy, 

welche sich auf Grund der Formeln (16) folgendermassen aus- 

driicken lassen: 

24* 



JL = l[-L (X' + ii') + (hB(fi'-v')-\-a,,{X^ + v) 
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^L = J [(Aft + v) 27a;Z— (A» + r*) 27^^ + (ftv — A) 2;;?Z 

— (Xv — (i)i:xY — ((IV + l)2:yY + {X* + fi^) £gY], 
JM== I [(,tv + A)2;yX— (^«+A*)2:;?X+(vA-^)27a;Z 

— (ft A — v) JSyZ - (vA + ^) 2eZ + (^* + v*) ZxZ] , ^^'^' 
JN='\[{yX + n) Ez r- (v« + ^«) 2;a; r+ (A,t — r)2;y T 

— {viL — X) EsX — (Aft + v) ZxX + (v* + A*) 27yX] , 

Fflhrt man die abkiirzenden Bezeichnungen (6) (S. 363) ein 
'und setzt ausserdem 

< 
»ll + «22 + »33 = «;*) 

SO erhalt man: 

i = ^23 — ttjg, ilf = Ojji — a^g, iV= ai2 — % ; 

~ ai2 (Av — fi)+ (a33 — a22)f*^ + («ii — «)'l]; 
^itf = J [~ Jf (^* + t;2) + a,, (v' ~ A«) + a,, (^v + A) 

— a28(^A— v) + (an — ai3)i/A+(a22 — a)^], ^' 
z/iV^= J [- N(v' + A«) + a,2 (A^ - (i') + a,, (vX + ^) 

— «3i (vf* — ^) + K2 — «ii) ^f* + («83 — a) v]- 
Setzt man noch zur Abkurzung 

aiiA + ajgft + ^isv = a, 

«21^ + «22f* + «2sv = /5; (19) 

«31^ + «32f* + «33^ = y; 

ZA + ilffi + J\^i/ = *, (20) 

so lassen sich die Gleichungen (17) einfacher schreiben: 

— JL = a + fty — v^ — A (tf + a) , 

\ JM= /J + va - Ay — /x(* + a), (21) 



2 

h 



JN=y + A/J — fitt — v (* + a) . 



*) Dabei ist zu bemerken, dass a = Z(Yx + 5^2/ + Z^r) das Po- 
tential der gegebenen Kraffce ist, wobei X, Y, Z, X\ . . . als constante 
Grdssen zn betrachten sind. 
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Diese Gleichungen werden die Grundlage zur Beantwortung 
der beiden oben gestellten Probleme bilden. 

90. Gehen wir nun dazu iiber, das Hauptmoment der 
Krafte nock einer Verschiefmng des Korpers mi besHmmen. 

Eennt man die urspriingliche Lage des Korpers und der 
Erafte, so kann man die Hilfsgrossen (6) bestimmen; ferner 
sind aus der gegebenen Verschiebung des Korpers die Grossen 
A, ^, V, h bekannt; hiermit findet man mit Hilfe der For- 
mehi (19) und (20) die Hilfsgrossen a, /3, y, d und endlieh 
ergeben sich aas den Gleichungen (21) die Grossen jdL, JM 
dNj die zur Bestimmuug der Projectionen 

L + JL, M+JM, N+JN 

des neuen Hauptvectors 

auf die Coordinatenaxen dienen. 

Die Hilfsgrossen a, /); y, S haben eine bemerkenswerthe 
geometrische Bedeutung^ die man zur Construction des neuen 

Hauptmoments K' benutzen kann. 

Da -^, ^y ^ ^^® Cosinus der von der Verschiebungsaxe 
OA mit den Coordinatenaxen gebildeten Winkel sind, so ist 

die Projection der Kraft F auf OA, Zerlegt man also jede 
der gegebenen Krafte in eine der Axe OA parallele und eine 
dazu senkrechte Componente^ so sind 

die Momente des von den ersteren Componenten gebildeten 
Systems von Parallelkraften in Bezug auf die Ebenen yOz, 
zOx, xOy. 

Ist die Summe 

^ Ii{XX + ^ r + i/Z) = 12 cos {BSl) 

nicht gleich Null, so hat dieses System von Parallelkraften 
einen Mittelpunkt, und bezeichnet man dessen Coordinaten mit 
a', /?', y\ so ist: 
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a = a It cos (ESI), 
fi^P' R cos (R£l), 

y = y' R COS (RSI). 

Im Falle 12 cos (RSI) = 0, reducirt sich dieses System von der 
Geraden ii parallelen Kraften entweder auf ein Paar oder es 
ist im Gleichgewichte; es hat dann keinen Mittelpunkt. 

In beiden Fallen lassen sich die Grossen (22) als Pro- 

jectionen einer gewissen Strecke Jc auf die Coordinatenaxen 
betrachten^ so dass 

a ^= Slk cos (1cx)y p '^ SlJc COQ (ky), y = Sllc cos (kz) (23) 

die Projectionen der auf der Richtung von k aufzutragenden 
Strecke k tan -^ auf die Coordinatenaxen sind. 

Wenn man im Falle der Existenz eines Mittelpunktes 

(«', /?', y') der der Axe SI parallelen Krafke den vom Ur- 
sprunge nach diesem Mittelpunkte gezogenen Badiusvector 
mit Q bezeichnet; so ist 

Slk = QR cos (RSiy, 

dabei sind k und q langs derselben Geraden in demselben 
Sinne gerichtet, wenn R cos (RSI) '> 0, und in entgegen- 
gesetztem Sinne, wenn R cos (RSi) < ist. 
Die Determinanten 

•i- (iiy - 1//J), ^ (va - Ay), ^ (A/J - /xa) 

reprasentiren die Projectionen des linearen Hauptmoments des 
betrachteten Systems von Parallelkrafken auf die Coordinaten- 
axen OXy Oy, 00] bezeichnet man also dieses Moment mit Z, 
so ist: 

^y — vP = Sll cos (Ix), 

va — ly = Sll cos (ly), (24) 

kp — ^a ==s Sll cos(lz). 

Die Formel (20), die man auch schreiben kann 

S = SIK cos (KSi), 
zeigt, dass -^ die Projection des ursprUnglichen Hauptmoments 
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K auf die Verschiebungsaxe SI ist. Multiplicirt man diese 

Projection mit tan ^ , so erhalt man die Grosse 8. 

ft 

Bezeichnet femer m eine auf der Axe OA im entgegen- 

gesetzten Sinne von SI aufgetragene Strecke gleich ^ + a, so ist 

— X{S -f- a) = Sim cos {mx), 

— Il{S + a) = Sim cos (my), (25) 

— v{S -f- a) = Sim cos {mz), 

Endlich ergiebt sich aus den Gleichungen (23), (24), (25) 
und (21): 

jdL = sin Y \k cos (kx) +7 cos {Ix) + m cos (mx)], 
JM= sin Y \k cos (iy) + I cos (?y) + ^ cos (mj/)], 

^^ s= sin Y l^ cos (Z;^) + I cos (ijer) + ^ cos (m;?)]. 

Diese Pormeln zeigen, dass man die Grossen ^dL, jdMy JN 
erhalt, wenn man eine Strecke, die geometrisch gleich A;+Z+m, 

multiplicirt mit sin ^ ohne Aenderung ihrer Richtung, ist, auf 

ft 

die Coordinatenaxen projicirt. Um also die geometrische DiflFe- 
renz K' — K zu construiren, hat man mit Hilfe der gegebenen 
Grossen a^,, und A, ft, v die Strecken Ic, ly m und ihre geo- 
metrische Summe ft + i! + m zu bestimmen und diese, ohne 

ihre Richtung zu andern, im Verhaltniss sin y : 1 zu verklei- 

nern. Addirt man dann geometrisch zu der so gefundenen 

Strecke K' — K das urspriingliche Moment Jf, so erhalt man 

das neue Hauptmoment K\ 

91. Betrachten wir jetzt das umgekehrte Problem: eine 
derartige Verschiebung m bestimmen, dass nach derselbmi das 
Hauptmoment der Krdfte geometrisch gleich einer gegebenen Strecke 

K' wird. 



Aus den bekannten Strecken K und K' lassen sich die 
Projectionen ihrer geometrischen Differenz auf die Coordinaten- 
axen, d. h. die Grossen ^L, jdM, JN bestimmen. Hierauf 
bleiben noch die Gleichungen (20) und (21) nach den zur 
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Bestimmung der Verschiebungsaxe OA und der Winkelverschie- 
bung <p dienenden Unbekannten X, ^^ v aufzulosen. 

Diese Unbekannten I, fij v kann man als Goordinaten des 

Endpunktes A der auf OA aufgetragenen Strecke ii == tan ^ 

betrachten. Da diese Unbekannten den drei Gleichungen zweiten 
Grades (21) geniigen milssen, so ist A einer der Punkte, welche 
den drei, durch jene Gleichungen dargestellten Flachen zweiter 
Ordnung gemeinsam sind. Die Aufgabe hat daher soviel 
Losungen, als diese drei Flachen gemeinsame Punkte haben. 

Die Flachen (21) konnen durch drei andere, einfachere 
Flachen ersetzt werden, welche dieselben gemeinsamen Punkte 
A haben. Die Gleichungen dieser neuen Flachen erhalt man 
in folgender Weise. 

Durch Elimination der Grossen fi und y aus den Glei- 
chungen (21) findet man 

oder wenn man 

S + a + i(lJL + iiJM+ vJN) = s (26) 

setzt: 

a — ks — ^(JL + vdM— ^JN) = 0. (27) 

Ebenso findet man die Gleichungen: 

^ — iLS'-\(,JM+k^N—vJL)^0, (28) 

Y — vs — i(JN+iiJL — XJM) = 0. (29) 

Die in diesen Gleichungen vorkommende Hilfsgrosse s lasst 
sich vermittelst der Formel (20) in folgender Gestalt darstellen: 

s = a + {L + ^JL)l + {M+iJM)(i + {N+^JN)v. (30) 

Dieser Ausdruck ist ebenso, wie die Ausdriicke von a, /3, y, 
linear in Bezug auf A, ft, v; daher sind die Gleichungen (27), 
(28), (29) fur diese Unbekannten vom zweiten Grade; sie 
stellen also drei Flachen zweiter Ordnung dar, die, wie man 
leicht sehen kann, geradlinige Paraboloide sind; man kanii sie 
entstanden denken durch Bewegung dreier Geraden parallel 
einer und derselben Ebene, die senkrecht ist zu der Ver- 
bindungslinie des Punktes mit der Mitte der Verbindungs- 

strecke der Endpunkte der Momente K und K\ 
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Die Gleichung (30) ist namlicli bei constantem s die 
Gleichung einer zu jener Geraden senkrechten Ebene^ wahrend 
(27) die Gleichung einer anderen Ebene ist; folglich repra- 
sentiren beide Gleichungen zusammen eine Gerade, die mit der 
Aenderang von s zwar ihre Lage andert, aber immer der Ebene 

(L + ^JL)X + (M+^^M)ii + (N+^Jir)v^O (31) 

parallel bleibt; dieselbe beschreibt daher eine geradlinige Flache 
zweiter Ordnung, deren Gleichung man durch Elimination yon 
s aus den Gleichungen (27) und (30) erhalt. Dasselbe gilt 
auch von den Gleichungen (28) und (29). - 

Substituirt man in (27), (28), (29) fiir a, /J, y ihre Aus- 
driicke (19), so ergiebt sich: 

(«ii — ^)^ + («22 + i-^-i^f* + («is — ^^M)v = i-^X, 
{a,, - ^^N)X + (a,, - s)(i + (a,, + i^L)v = \^M, (32) 
(«8i + l^M)X + (032 — i^L)fi + (033 — s)v = \JK 

Es bleiben nun noch die Gleichungen (30) und (32) be- 
zuglich Sy Xf ^, V aufzulosen. Zum Zwecke grosserer Sym- 
metric in den Formeln und um unbestimmte Ausdriicke von 

der Form ^ und ^ zu vermeiden, fiihren wir statt der Co- 

ordinaten A, ft, 1/ die homogenen %, Ug, u^, u^ ein, indem 
wir setzen: 

Dadurch gehen die Formeln (30) und (32) in die folgenden fiber: 
(L+^JL)u^+iM+i^M)u,+(N+^Jir)u,+(a—s)u^^O, 

(021— iz^ J^Mi+ (a^g— S) W2+ («28+ i4Z')t*3— i^ JfW4 = 0, ^ 
Kl+i^ JO^i + («32— i^-^)W2 + («33— «)%— i^ 

Hieraus erhalt man durch Elimination von u^j u^j ^f^y u^ eine 
Gleichung mit einer einzigen Unbekannten s 

S = 0, (34) 



em 


1 man setzt: 
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Da diese Gleichung in Bezug auf s vom vierten Grade ist, so 
ergeben sich far s hochstens vier reelle Werthe. Bestimmt 
man dieselben und setzt einen derselben in die Gleichungen (33) 
ein, so hat man vier lineare homogene Gleichungen fur w^, 
^hf ^8? ^4- Jedes Werthsystem dieser Unbekannten liefert die 
zur Bestimmung der gesuchten Verschiebung dienenden Grossen 

Bezeichnet allgemein Ski diejenige Unterdeterminante von 
S, die man durch Differentiation von S nach dem Elemente 
der h*^^ Horizontal- und der i*®^ Verticalreihe erhalt, so hat man: 

Wi : W2 : Wg : % = Ski : Sk2 : 5*3 : Sk4. ] 
sind nicht alle Determinanten Ski gleich Null, so ergeben sich 
bestimmte Werthe 

*^*4 '^k^ ^kl 

mit deren Hilfe sich die Lage des Punktes A und somit auch 
die Lage der Axe OA, sowie die Winkelverschiebung q) be- 
stimmen lassen. 

Ergiebt sich fur 5 aus der Gleichung 5 = ein reeller 
Werth, so stellen die Gleichungen (33) vier Ebenen dar, denen 
der Punkt (w^, «*2? ^s> ^4) gemeinsam ist. Tritt der Pall ein, 
dass gleichzeitig Ski = 0, 5*2 = 0, Sks = 0, 5*4 = ist, so 
schneiden sich diese Ebenen in derselben Geraden oder fallen 
in eine Ebene zusammen. Im ersteren Falle existiren unendlich 
viele Axen OAj die sammtlich in einer durch und die Schnitt- 
linie der Ebenen (33) hindurchgehenden Ebene liegen; jeder 
dieser Axen entspricht eine bestimmte Winkelverschiebung 9; 

dieselbe bestimmt sich durch den Radius vector OA = tan ^, 

den man von nach dem Schnittpunkte der entsprechenden 
A^e mit der Schnittlinie der Ebenen (33) ziehen kann. 

Wenn alle vier Ebenen (33) durch den Ursprung hin- 
durchgehen und sich in derselben Geraden schneiden, so ist 
diese Gerade die Verschiebungsaxe und die Winkelverschiebung 
ist willkurlich; es kann daher jede beliebige auf ihr auf- 

getragene Strecke OA fUr tan ~ gewahlt werden. 
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Fallen endlich die vier Ebenen (33) in eine einzige (P) 
zusammen; die nicht durch den Ursprung geht, so kann 
jede durch gezogene Gerade als Verschiebungsaxe gewahlt 
werden; die Winkelverschiebung bestimmt sich durch den 
Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ebene (P). Geht aber 
die Ebene (P) durch 0, so kann jede in dieser Ebene durch 
gezogene Gerade als Verschiebungsaxe gewahlt werden, wobei 
die Winkelverschiebung ganz willktirlich bleibt. Betrachten 
wir nun die wichtigsten Specialfalle. 

92. Es sei ^L = 0, JM^O, JN=0] d. h. es soil 

eine Verschiebung bestimmt werden, die das Hauptmoment K 

nicht andert. Da der Hauptvector R sich dabei gleichfalls 
nicht andert, so reprasentiren die Krafte nach der Verschie- 
bung ein dem urspriinglichen aquiyalentes Eraftesystem'; man 
kann daher die Axe der gesuchten Verschiebung eine Axe der 
Aequivalenz nennen. 

Im vorliegenden Falle reduciren sich die Gleichungen (33) 
und (34) auf die folgenden: 

Lu^ + Mu^ + -^^ + (^ — ^)^4 = 0> (35) 

;(«!! — S)U^ + ai2W2 + «13«*3 = 0, 
«21^1 + («22 — «H + «23^3 = 0; (36) 

«3lWi + «32«*2 + («S3 — S)«e3 = 0' 

(a-5)5,, = 0, (37) 



mit 



5i4 = 



^11 ^) ^12? ^13 
^21> ^2 ^y ^28 
^31 J ^32 J ^33" ^ 



(38) 



Die Gleichung (37) ist erfiillt, wenn man s = a setzt, woraus 
^ = folgt, sowie 

(«11 — «)«*! + «12«*2 + ^13% = 0, 

«21«*1 + («22 — ^>2 + »23«*3 = 0, (39) 

^31% + «32^2 + (^33 — «)% = 0- 

SoUen diese drei Gleichungen durch Werthe von %, u^, u^ 
erfuUt werden, die nicht alle drei gleich Null sind, so muss 
die Determinante 
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A = 



«11 — «; »12 «1S 



<hl7 »22 — »; «28 

^81 > ^32; ^8 ^ 

verschwinden, d. h. es muss s == a eine Wurzel der Gleichung 
/Si4 = sein. Die Losung- der vorliegenden Aufgabe hangt 
daher nur von den Wurzeln dieser Gleichung ab, und da die- 
selbe vom 3. Grade ist, also mindestens eine reelle Wurzel 
haben muss^ so ist die Losung der Aufgabe immer moglich. 

Setzt man in die Gleichungen (36) fiir s eine der reellen 
Wurzeln der Gleichung S^^^ = ein, so hat man die Glei- 
chungen dreier, durch den Ursprung gehender Ebenen, die 
sich entweder in derselben Geraden schneiden oder in eine 
und dieselbe Ebene (P) zusammenfallen. Im ersten Falle ist 
die Sohnittlinie der Ebenen die gesuchte Axe der Aequivalenz. 
Ist s nicht gleich a, so geht die Ebene (35) nicht durch den 
Ursprung und die betreffende Axe der Aequivalenz trifPt sie 

in einem Punkte A. Aus dem Radius vector 0-4 = tan ^ 

bestimmt sich dann die Winkelverschiebung <p. Das Zusam- 
menfallen der Ebenen (36) in eine einzige (P) tritt ein, wenn 
die Unterdeterminanten zweiten Grades, die man durch Diffe- 
rentiation der Determinante S^^^ nach den Elementen einer be- 
liebigen Reihe erhalt, verschwinden. In diesem Falle ist jede 
in der Ebene (P) durch gezogene Gerade eine Axe der 
Aequivalenz; ist s nicht gleich a, geht also die Ebene (35) 
nicht durch den Ursprung 0, so triffb die Axe diese Ebene 

in einem Punkte A, aus dessen Radiusvector OA ==» tan -^ 

sich die Winkelverschiebung bestimmt 

Untersuchen wir nun den Specialfall, dass s = a ist. 
Dann nimmt die Gleichung (35) die Form an 

Lu^ + Mu^ + Nu^ = (40) 

und stellt eine durch gehende Ebene dar. Da die Deter- 
minante A gleich Null ist, so werden die Gleichungen (39) 
durch Werthe von w^, Wg? ^s erfQllt, die nicht sammtlich Null 
sind. Bezeichnet allgemein Aki die Derivirte der Determinante 
A nach dem Elemente der it*®" Horizontal- und ii*®° Vertical- 
reihe, so hat man 
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t*! : ^2 = % = ^jti : M2 : Aks , (41) 

wahrend die Gleichung (40) die Bedingung 

AkiL + A,2M+ A,sN = (42) 

fur * = 1, 2, 3 erfordert. 

1st diese Bedingung nicht erfiillt^ so kann den Gleichungen 
(39) und (40) nur durch Ui = 0, Wg^O, ^3 = fiir beliebige 
Werthe von W4 genfigt werden. Dies liefert A = 0, ft = 0, 
1/ = 0, was gar keiner Verschiebung entspricht. 

Sind aber die Determinanten Ajti nicht alle gleichzeitig 
gleich Null und erftlllen sie die Bedingung (42), so sind (39) 
und (40) die Gleichungen von 4, in der Geraden (41) sich 
schneidenden Ebenen. Diese Gerade ist die Axe der Aequi- 

valenz. Da die Lage des die Strecke OA = tan — bestimmen- 

den Punktes A auf ihr unbestimmt ist, so ist auch die Winkel- 
verschiebung g? vnllkiirlich. Dies zeigt, dass das Haupt- 
moment der Erafte sich bei fortwahrender Drehung des Kor- 
pers um die Gerade (41) im einen oder im anderen Sinne 
nicht andert. _ 

Nach der Bedingung (42) steht das Hauptmoment K auf 
der Geraden (41) senkrecht. Man kann daher in irgend 

zwei Punkten dieser Geraden zwei Krafte P und Q angreifen 
lassen, die den Bedingungen 

P + ^ = B xxndWP + MQ = K 

gentigen. Zwei solche , Krafte sind dem gegebenen Krafte- 
system wahrend der ganzen Zeit der Drehung des Korpers 
um die Gerade (41) aquivaleni 

Sind die Angriffspunkte der Krafte P und Q unbeweglich 

fixirt^ so rufen dieselben Widerstande — P, — Q hervor, mit 
denen sie im Gleichgewicht sein mussen; ersetzt man also 
P und Q durch die gegebenen Krafte, so sind diese mit den- 
selben Widerstanden wahrend der ganzen Zeit der Rotation 
des Korpers um die Gerade (41) im Gleichgewicht. Diese 
Gerade hat daher eine ahnliche Eigenschaft, wie der Mittel- 
punkt von Parallelkraften und wie die Centrallinie. Mo bins 
nennt solche Eotationsaxen Hatf^ptaocm der Drehung oder ein- 
fach Hauptaxen. 
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In dem Specialfalle^ dass i = 0, Jlfa=0, ^ = 0, d. h. 
K = ist, reducirt sich das Eraftesystem auf eine im Punkt 

angreifende Einzelkraft IL Dann wird die Grleichuiig (42) 
identisch erfullt und die Gerade (41) wird wieder zur Haupt- 
axe der Drehung. 

1st der Piinkt fest^ so ist die Besultante R oder das 
ihr aquivalente gegebene Kraftesystem mit dem Widerstande 

— It wahrend der ganzen Zeit der Rotation des Korpers um 
^ie Gerade (41) im Gleichgewicht. 

Sind alle Aki gleich Null^ so reduciren sich die Gleichungen 
(39) auf eine einzige, welche die Gleichung einer durch den 
Ursprung gehenden Ebene (P) ist; wenn dabei das Haupt- 

moment K von Null verschieden ist, so schneidet (P) die 
Ebene (40) in einer Geraden, welche die Hauptaxe ist. Ist 
dagegen i = 0, so ist jede Gerade in der Ebene (P) eine 
Hauptaxe. 

Sind endlich alle Elemente der Determinante A gleich 
Null, so hat man 

Z = 0, Jf=0, N=0, K=0, 

und die Gleichungen (39) und (40) liefern keine Bedingung 
fiir %, ^2; ^j **4* Daher ist jede durch gehende Gerade 
eine Hauptaxe, d. h. bei jeder Rotation des Korpers um 
bleiben die Krafte im Gleichgewicht mit dem Widerstande 
dieses Punktes. Man nennt dies den astatischen Zustand des 
Korpers; der Punkt ist dann der Mittelpunkt des Krafte- 
systems. 

93. Setzen wir nun voraus, die Gleichung (42) sei nicht 
erfiillt, es gabe also keine Hauptrotationsaxen fiir den Punkt 
0, und sehen wir zu, ob es keinen anderen Punkt giebt, fur 
den solche Axen existiren. 

Bezeichnen |, ij, £; die Ooordinaten des gesuchten Punktes 
in Bezug auf die Axen Oxy Oy, Oz und verlegt man den 
Coordinatenursprung nach diesem Punkte, so sieht man leicht^ 
dass die Gleichungen (35) und (36) fur diesen neuen Ursprung 
lauten werden: • 
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(L — ri^Z+ t2Y)X + (M— giX + ^£Z)(i 
+ (JV - ^2:y+ rii:X)v = 0, 

+ («», -g2;Z)i/ = 0, (43) 

(a,i — ij2:X)A + {a,, — a + §2;x + g2;^,i 

(ogi - S2:x)A + (a,, - g2;r)^ + 

K -a + ^2:Y+ r,2JY)v = ; 

hierin sind fiir m^, Wg? ^s ^^® ilinen proportionalen Grossen 
X, fly V eingesetzt worden. 
Setzt man 

fii — V7i=p, vl^ — Xt = q, Aiy — ^g = r, (44) 

so lassen sich die Gleichungen (43) schreiben: 

LX-j- M^ + Nv =pZ;X + q2]Y+ rUZ, 

K — «)^'+ «i2f* + «i3^^ +i)2:r— 22;z = o, (45) 

OaiA + (a22 — «)fi' + «23^ +pUZ — r2:X = 0, 
^zi^ + «32f* + («83 — «)^ + 2-^'^ — jp2:r= ; 

hier kann man nun die sechs Grossen A, ii^j v, p, q, r als die 
gesuchten betrachten, wobei zwischen ihnen die Bedingung 

Ip -{- liq-^- vr = (46) 

besteht. Sind diese Grossen gefunden, so dienen die Glei- 
chungen (44) zur Bestimmung der Coordinaten S, ly, £ des 
gesuchten Punktes. Da infolge der Bedingung (84) jede der 
Gleichungen (44) die Folge der beiden anderen ist, so stellen 
dieselben eine Gerade dar, und als Punkt {i„ rj, ^) kann man 
jeden Punkt dieser Geraden wahlen. Sie bildet mit den Axen 
Ox, Oy, Oz, also auch mit den dazu parallelen, nach dem 
neuen Ursprung verlegten Axen Winkel, deren Cosinus resp. 

^, ~, ^ sind; dies sind aber dieselben Winkel, welche die 

Hauptrotationsaxe mit den Coordinatenaxen bildet; also ist 
die Gerade (44) eine Hauptaxe fur jeden ibrer Punkte. 

Ist der Hauptvectpr B der Krafte nicht gleich Null, so 
hat das Kraftesystem eine bestimmte Gentralaxe. Setzen wir 
dies voraus und wahlen wir den Coordinatenursprung in 
einem Punkte der Centralaxe, sowie die Axe der positiven x 
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in der Bichtung der Centralaxe im selben Sinne mit dem 
Hauptvector 22; dann ist 

2JX=^R, £¥=0, UZ^O, M=0, JV^=0; 
daher gehen die Gleichungen (45) fiber in: 

LX=pR, (47) 

«2i ^ + («22 -- «)f* + %3^ — rjB = , (48) 
«3iA + a32fA + (ass — a)v + «-K = 0. 

Aus den letzten drei Gleichungen folgt: 

JO 

Substituirt man diese Werthe fur A, ft, v in die Gleichungen 
(46) und (47), so ergiebt sich: 

p(A^ir — A^^q) + q(A^^r — ^.32^) + r(A^^r -- ^3^^) = , (50) 

P=^U2i^-^3i^)- (51) 

Eliminirt man endlich p aus diesen beiden Gleichungen, so 
erhalt man die in Bezug auf q und r homogene Gleichung 
zweiten Grades 

J(^ir - A^^qf — A^^q^ + {A^^ - ^33)^'^ + A^^r^ = , (52) 

die fur das Verhaltniss — zwei reelle oder imaginare Werthe 

liefert. Im ersten Palle kann man aus diesem Verhaltnisse 
zwei Systeme reeller Grossen q und r bestimmen, die wir mit 
(O'lj ^1) ^^^ fej ^2) bezeichnen wollen; mit Hilfe der Formeln 
(49) und (51) findet man dann die entsprechenden Werthe fiir 
A, ft, V, p, Bezeichnen wir diese Werthe mit (A^, ft^, v^, Pj), 
(^2> f^2> ^2? 1^2)? s^ s^^ nach den Formeln (44) die Gleichungen 
der Hauptrotationsaxen: 

f*i£ — ^i^=JPi> vi| — Aig = gi, A112 — f*il = n. (53% 

f*2£— ^2^=JP2> V2S — ^2£=?2> ^2^ — f*2S = ^2- 

Das gegebene Kraftesystem kann somit nicht mehr als 
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zwei Hauptrotationsaxen besitzen. Sind die Wurzeln der 
Gleichung (52) gleich, so fallen dieselben in eine einzige zu- 
sammen; im Falle imaginarer Wurzeln giebt es gar keine 
Hauptrotationsaxen. 

Betrachten wir nun einige bemerkenswerthe Specialfalle. 

a) Gesetzt; alle Krafte seien einer Ebene parallel. Da 
die Gentralaxe dieser Ebene gleichfalls parallel sein musS; so 
kann man, indem man sie als a;- Axe wahlt, die Ebene xOy 
alien Kraffcen parallel legen. Unter dieser Voraussetzung hat man 
Z = 0, Z' '=0, . . . , also a^g = 0, fl^a = 0, Ogg == 0; ausser- 
dem ist Ogj = 0, weil a^^ — a^g = Jf = ist. Legt man nun 
die Ebene yOz durch den Mittelpunkt der Projectionen aller 

Krafte auf Gerade parallel dem Hauptvector B (d. h. durch 
den Centralpunkt in der Centralebene), so wird a^ = 2JxX = 0. 
Fiir die Determinante A erhalt man somit den Ausdruck 




— «a2 





^22 } ^12 ; 


A = 


«12; 0, 




0, ^82; 


Zugleich ergiebt sich: 


At- 


-0, ^i2 = aj 



«?2«22 



^12 %2; A^Q==a^2^3if • 

-^1 ^^ ^12^22; -^22 "^^ ^2 2 ; -^3 '^^ ^22^2; 
A^l = , -4-32 = f -^33 = ^12* 

Hiermit gehen die Formeln (49), (51) und (52) iiber in: 

«12 

Die letzte Gleichung hat zwei reelle Losungen r^ =0, ^2 = f^; 
denen die Werthe 

JO 

Ai = 0, fti = 0. Vi = — 2i, i)i = 0, 

^2 — "Z ; f*2 ~2 > ^2 — ~T2 ) P2 — a 

"l2 '*12 "l2 "U 

entsprechen, wo q^ und rj beliebige reelle Werthe haben 
konnen. Hieraus folgt, dass jedes System von Krdften, die einer 
Ebene parallel sind, zwei Sauptrotationsa^ooen hat, wenn der 
Hawptvector nicht gleich Ntdl ist 

Somoff, Meohanik. II. 25 
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Die Formein (53) geben die folgenden Gleichungen fiir 
diese Geraden: 

12 = 0, 1=^, (54) 

^22t'-(^s2n = — —^, «32g — ai2g = 0, a^^ri—a^^^ ^ ; (55) 
man sieht aus denselben, dass die eine Hauptrotationsaxe in 
der Ebene xOz parallel der Axe Oz liegt im Abstande -^ 

von' ihr, wahrend die zweite durch den Punkt (0, -^ , 0), 

d. h. durch den Centralpunkt in der Centralebene geht und 
parallel ist zu der Geraden, die durch den Ursprung und 

den Punkt (^ , ^ , %^j gelegt werden kann. Dieser letz- 

tere Punkt ist der Mittelpunkt des Systems von Parallelkraften, 
welches die Projectionen der gegebenen Krafte auf diejenigen 
Geraden, die man durch ihre Angriffspunkte parallel zu Oy 
legen kann, in Verbindung mit der im Punkte angreifen- 
den und langs Oy gerichteten Kraft JR bilden. Die Gerade, 

die durch und den Punkt (^ , %- , ^j geht, liegt daher 

in der Centralebene und ist dem Arme desjenigen Paares pa- 
rallel, welches die Resultante JR der der Axe Oy parallelen 
Erafte, die im Mittelpunkte dieser Krafte angreift, mit der in 
angreifenden, ihr entgegengesetzt gleichen Kraft JR bildet. 
TJeberdies zeigt die letzte der Gleichungen (55), dass die Pro- 
jection jener Geraden auf die Ebene xOy auf der durch die 

Punkte (-^, 0, 0,j und (O, ^, Oj gehenden Geraden senk- 

recht steht. Aus alien diesen Umstanden geht hervor, dass 
die Gerade (55) die Centrallinie des Kraftesystems ist. 

Liegen alle Krafte in der Ebene xOy^ so ist ;8f = 0, 
j?' = 0, . . ., also 032 = 0; die Gleichungen (55) gehen iiber 
in die folgenden 

die offenbar die Gleichungen der Centrallinie des ebenen Krafte- 
systems sind. Der Punkt (^; 0, O) ist der Mittelpunkt die- 
ses Kraftesystems. 
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Gesetzt, das System der der Ebene xOy parallelen Krafte 
reducire sich ntir auf zwei Krafte F, F\ Man hat dann 

x + z' = ij, r+ r = o, 

«i2 =-{x — x)Y, a^^{y -^ y') F, Ogg = (^ — z)Yy 
und die Gleichungen (55) gehen iiber in die folgenden 

(«-/)|-(a;-a;')g = 0, 

es sind dies die Gleichungen der Verbindungslinie der An- 
griffspunkte (a;, y, z) und (x\ y, z'), 

b) Betrachten wir ferner den Fall^ dass die gegebenen 

Krafte sich auf eine einzige Kraft B reduciren lassen: Es ist 
dann Z = 0, d. h. ajg = ^23 5 daher gilt die Gleichung «*» = «»* 
fGr alle Indices k und i; die Determinante A wird also sym- 
metrisch und es ist auch Aki = -4,* fur alle Indices Jc und i. 
Die Formeln (51) und (52) gehen uber in: 

jp = 0, -4232^ — (^22 — ^33)?^ — As^ — • (56) 
Die letzte Gleichung liefert: 

Ti _2 A3 ' (57) 

ga ^ Aa — A3 — V(A2 — As)" + ^-^2 3 . 

wenn also das Eraftesystem eine Einzelresultante hat^ so existi- 
ren immer zwei Hauptrotationsaxen. 

Da jpi = und jpg = ist, so nehmen die beiden ersten 
der Gleichungen (55), welche die Projectionen der Haupt- 
rotationsaxen auf die Ebene yOz darstellen, die Gestalt an: 

man sieht hieraus, dass diese Projectionen durch den Ursprung 
gehen, wozu erforderlich ist, dass die Hauptrotationsaxen 
die Axe Ox, d. h. die Eichtungslinie der Resultante aller 
Krafte, schneiden. Ferner giebt die Bedingung (46), 

f*i«i + ^1^1 == , n^q^ + 1/2^2 = , 
woraus folgt: 

26* 
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aus den Gleichungeu (57) folgt aber ~ • |^ = — 1 ; mithin 
ist auch 



r^ 



d. h. die Hatiptrotationscucen liegen in zwei m einander senk- 
rechteny durch die Resultante gehendm Ebenen. 

Wahlt man eine dieser Ebenen zur Ebene xOy^ die an- 
dere als Ebene xO0, so wird v^ = 0, fig = 0, qi=^0, ^2 = 0; 
daher muss A^^ = sein. Dann geben die Formeln (49) : 

^1 ""^ ^ -^21^1 ; f*i ^"^ ^ ^2^1 y 

^2 '^^ "2 -^31 ?2 9 '^2 ^^ "j^ -^sfe 5 

hiennit ergiebt sich nach den Gleicbungen (53): 



£ = 0, -41^ — ^2^ = 5-, 



(58) 

Legt man dagegen die Ebene yOz durch den Oentralpunkt in 
der Centralebene, d. h. durch den Mittelpunkt des Systems 
der Parallelkrafte, welches die Projectionen der gegebenen 

Sjrafte auf Gerade, die parallel der Resultante E durch die 
Angriffspunkte der Krafte gelegt sind, bilden, so wird a^j =: 0, 

a a= a22 + Oss? ^^^ 

- -4. = A^ia2i -^22^33 "^^ -^31 ^81 ^33^22 ; 

-^21 %3 I -^2%2 =* , -^31 ^21 T" -^33^23 '^^ ^ J 

hiermit reduciren sich die Gleichungen (58) auf die folgenden : 

Diese Geraden konnen leicht construirt werden.*) 

Ist der Hauptvector B gleich Null, so reduciren sich die 
gegebenen Krafte entweder auf ein Paar, oder sie sind im 



♦) S. M5biu8: „Lehrbuch der Statik", § 150. 
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Gleichgewicht. Jedenfalls ist ZX^O, IJT^O, -SZ^O, 
so dass die Coordinaten |, i^j S aus den Gleichungen (43) 
verschwinden; diese reduciren sich daher auf die Gleichongen 
(35) und (36). Bestehen die letzteren gleichzeitig^ so existirt 
for jeden Punkt des Baumes (wie wir in § 92 gesehen haben) 
eine einzige Hauptrotationsaxe oder unendlich viele solcher 
Axen. Bestehen dagegen die Gleichungen (35) und (36) nicht 
gleichzeitig; so giebt es in keinem Punkte der Baumes Haupt- 
rotationsaxen. 

Wenn sich die gegebenen Eraffce auf ein Paar reduciren ^ 

so ist das Hauptmoment K nicht gleich Null und steht senk- 
recht auf der Hauptrotationsaxe, wie aus Gleichung (35) her- 
vorgeht. Man kann daher auf dieser Axe den Arm eines 

Paares so wahlen^ dass sein Moment gleich K wird und dass 
dieses Paar daher dem gegebenen Kraftesystem bei fortwah- 
render Botation des Eorpers um die Hauptrotationsaxe aqui- 
valent bleibt 

Im Falle K= sind die Krafte in einem Gleichgewichts- 
zustande, der durch eine Botation des Korpers um die Haupt- 
axe nicht gestort wird. Jede Axe^ die diese Eigenschaft hat, 
nennt Mobius eine Gleichgeimchtsaxe. Aus dem Obigen geht 
hervor^ dass zur Existenz von Gleichgewichtsaxen nothwendig 
und hinreichend ist^ dass die Determinante 



A = 



^31 ; ^32 ; ^83 ^ 



verschwindet. 

94. Gesetzt^ es sei U = 0, aber das Hauptmoment K 
sei nicht gleich Null, d. h. die Krafte reduciren sich auf ein 
Paar, und suchen wir nun eine Verschiebung des KSrpers, 
nach welcher die Krafte ins Gleichgewicht kommen. Die Losung 
dieses Problems ergiebt sich aus den Formeln des § 91. Da 

X' = sein soil, so hat man 

JL^-L, JM^-M, JN=-N:, 

hiermit gehen die Gleichungen (33) uber in: 



= 0, (60) 
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iLu^ + iJfWa + ^Nu^ + {a — s)u^ = , 

iK2 + «2l)«*l + («22 — SK +i(«23 + «32)W3 + iJfW4 = 0, 
i(«13 + «3l)«^ + i(«23 + «32)«*2 + («83 — «)% + iNu^=-0. 

Durch Elimination von Wj, k^, tig, W4 ergiebt sich hieraus zur 
Bestimmung von s die Gleichung vierten Grades 

ii, iM, ^N, a-s 

«11 — 5; i(^i2 + «2i) > i(«l3 + «3i); i^ 
i(«12 + %) J «22 — S J i(«28 + «32) ; i^ 

i(«i3 + %i) > i(«23 + ^32) y «33 — 5; i-^ 

deren linke Seite in Form einer symmetrischen Determinante 
geschrieben werden kann, namlich: 

iL, s — ttn, — i(»i2 + «2i); — i(«i3 + «3i) 

iJlf, — i(«i2 + «2l); 5 — «22, --i(«^23+«32) 

i JiT, — -^(a^g + agi), — i(«23 + «^82) » S — «33 

Die vier Wurzeln dieser Gleichmig sind bekanntlich sammt- 
lich reell;*) es existiren daher im Allgemeinen vier V^rschie- 
bungen des Korpers, die fahig sind, das gegebene Krafte- 
system ins Gleichgewicht zu bringen. Unter den Wurzeln der 
Gleichung (60) konnen aucb gleiche sein, so dass die Anzahl 
der der Aufgabe geniigenden verschiedenen Verschiebungen 
auch kleiner als vier sein kann. 

Durch eine passende Wahl der Goordinatenaxen Ox, Oy, 
Oz kann man die Gleichung (60') vereinfachen und dann die 
Realitat aller ihrer Wurzeln darthun. 

Wahlen wir die Axe Ox in der Richtung des Haupt- 
moments K, so wird dadurch 

Jf = 0, ^=0, also agi = a^g, a^^ = a^g. 



(6O0 
= 0. 



*) Die obige Gleichung gehOrt zu derselben Gattung wie die, welche 
zur Bestimmung der s3,cularen Planetenabweichungen dient. Den Be- 
weis dafur, dass sammtliche Wurzeln einer solchen Gleichung reell sind, 
findet man in den folgenden Werken: Cauchy. Exerc. de math^matiques, 
T. IV; Borcbardt in Liouville's, Joum., T. XII, 1" s^rie; Sylvester, 
Philos. Mag., vol. IV, 4. series (1852), pag. 138. S. auch die Werke 
von Brioscbi und Baltzer fiber die Theorie der Determinanten und des 
Verfassers Abbandlung „Sur T^quation algebrique a Taide de laquelle on 
determine les oscillations tr^s-petites d*un syst^me de points mat^riels*^ 
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Man kann nun weiter die Richtungen der Axeu Oy und Oz 
so wahlen, dass 

%8 + %2 = 

wird. Nimmt man namlich zunachst an^ die rechtwinkligen 
Axen Oy und Oz batten ganz beliebige Eichtungen in der zu 
Ox senkrechten Ebene und ersetzt dann die Ooordinaten y 
und z durch andere, y' und z\ bezfiglich neuer Axen Oy' und 
Oz'y so ergiebt sich, wenn man -^yOy' =^ a setzt und die 

Projectionen der im Punkt {x, j/, z) angreifenden Kraft F auf 
die Axen Oy und Oz mit Y und Z\ sowie die Werthe der 
Grossen a^^ und a^^ nach der Transformation mit a^ und a^^ 
bezeichnet: . 

y' ^^y cos a + ;8f sin a, z' ^= — y ain a -^ z cos a , 
Y' = Y cos a •■\- Z Biaa, Z' = — Fsina + ^ cos a, 
Daher wird 

agg' = (ogg — ttga) siu a cos a + aga cos* a — agg sin* a , 
Ogg' = (ttgg — a22) sin a cos a — Ogg sin* a -f- ^gg cos* a , 
(^iz + ^32' = («83 — ^2) sin 2a + (a2g + a^^ cos 2a . 

Setzt man agg' + agg' = 0, so erhalt man die Gleichung 
(agg — agg) sin 2a + (agg + agg) cos 2a = , 

welche die Bedingung liefert: 



tan 2a = ?^?-±-^ . 



(61) 



Aus diesem, immer moglichen Werthe von tan 2 a ergeben 
sich fur' a zwei um 90^ von einander verschiedene Werthe. 
Jeder dieser beiden Werthe bestimmt ein Axensystem Oj/', 
Oz\ das die verlangte Bedingung erftilli Nimmt man nun 
an, dass die ursprQnglichen Axen Oy und Oz mit einem solchen 
Coordinatensystem zusammenfallen, so hat man agg -f- agg = 0, 
wodurch die Gleichung (60') die Form annimmt 



= 0, (62) 



-a, 


^23; 


0, 





«2S> 


5 — a^ , 


^12; 


«is- 


0, 


— «12; 


S (1^2 7 





0, 


— «13; 


0, 


S «8S 



oder 
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{s — a) (s — a^i) (s — a^) {s - a^) 

— (s — a) (5 — Ogg) ajj — (s — a) (s — agj) ajg (62') 

— (s — ^22) (« - «33) »23 = 0. 

Der Factor von (s — a) in dieser Gleichung ist die sym- 
metrische Determinante dritten Grades 

S Oil , ^12 7 ^18 

S" = — «12J 5 — «22> 

' — ^13? ^ > ^ ^33 

setzt man dieselbe gleich Null, so erhalt m^jx die Gleichung: 

(s - a^) (s — a^) (s — «33) — (« — «33)«?2 — (s — a^)al,=0, 
welche dieselbe Form hat, wie die in der analjtischen Geo- 
metric bei der Bestimmung der Hauptaxen der Flachen zweiter 
Ordnung auftretende Gleichung. Eine Wurzel 6^ derselben 
liegt zwischen — 00 und der kleineren der beiden Grossen 
022 , «33 ; die zweite Wurzel 62 liegt zwischen 032 ^^^ ^33 ^^^ 
die dritte 6^ zwischen der grosseren der beiden Grossen a22, 
033 und + cx). . 

Setzt man in die linke Seite der Gleichung (62') die 
Werthe 

ein, so ergeben sich Resultate mit den respectiven Vorzeichen 

+ , -, +, -, +; 

hieraus folgt, dass Gleichung (60) vier reelle Wurzeln s^, Sg, Sg, s^ 
hat, die folgendermassen vertheilt sind: 

— 00 < 5i < <?! < §2 < (^2 < S3 < ^3 < ^4 < + «^- 

Untersuchen wir nun den Specialfall, dass alle Krafte in 
derselben Ebene yOz liegen. Dann ist 

«ii = 0, a^2 =* ^j ^13 = 0, a = a22 + %3 J 

so dass die Gleichungen (59) und (62) sich auf die folgenden 
reduciren: 

' «23Wl + («22 + «33 — «) ^4 = 0, 

— SMl +«23«^4 = 0, .gg. 

(022 — 5)^2 = 0, ^ ^ 

(033 — 5)^3 = 0, 

[(S — ^22 — «33) 5 — ^23] (« — «22) (« — «38) = . (64) 



— 393 — 

Durch Auflosung der letzteu Gleichung ergeben sich als Wurzeln: 



Si = 2 1 y [ 2 / + ^2 3 ; 

^2 2 V \ "2 / "T" ^23 ; 

Nehmen wir zunachst an, alle diese Wurzeln seien verschie- 

den von einander. Wahlt man nun fur 5 einen der beiden 

Werthe 5^, s^, so werden die Gleichungen (63) erfuUt, wenn 

man setzt 

Wg = 0, Wg = 0, Wi : W4 = a23 : s, 

wodurch man erhalt: 

ft = 0, r = 0, A = ^ • 

Diese Gleichungen bestimmen eine Verschiebungsaxe, die langs 
der Coordinatenaxe Ox gerichtet ist, und eine Winkelverschie- 
bung % die durch die Gleichung 

tan ? = + A = + ^ 

gegeben ist. Bedeuten q)^ und q)^ die den Wurzeln s^ und Sg 
entsprechenden Winkelverschiebungen, so hat man 

2 2 SjSj ' 

also 92 = 180® — 9i. 

Wahlt man 5 = 53 = a22 fur die Gleichungen (63), so 

hat man 

Mj = 0, W4 ■= 0, «<3 = 

zu setzen, wahrend Wg eine willkiirliche Grosse bleibt, die 
jedoch nicht gleich Null sein darf, wenn man den, keine Lo- 
sung der Aufgabe darbietenden Fall, dass die vier Grossen 
^1; ^2) %7 ^^4 sammtUch gleich Null sind, ausschliesst. Wahlt 
man also fur u^ einen beliebigen von Null verschiedenen 
Werth, so wird 

Vul + u^ + «; 



^l 



COS (Sly) = - — - ^' = + 1 



^1 



COS (i^^) = — - ^« = 0. 

!/«*? + «*2 + "f 



;2 
3 
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Die diesen Cosinus entsprechenden Winkel bestimmen eine 
Verschiebungsaxe SI langs der Coordinatenaxe Oy im Sinne 
der positiven oder negativen y gerichtet, je nachdem Wg posi- 
tiv oder negativ ist. Zugleich ist 

«-R^)'+©"+(5f— . 

also tan ^==00, y = 180^. 

Die erforderliche Verschiebung kann also durch eine 
Drehung des Korpers um die Axe Oy um 180^ hervorgebracht 
werden. 

Wahlt man endlich s = 54 = agg, so findet man in der- 
selben Weise, dass die gesuchte Verschiebung durch eine 
Drehung des Korpers um die Axe O0 um 180^ hervorgebracht 
werden kann. 

Der Umstand; dass eine Drehung des Korpers um die 
Axe Oy um 180® die Krafte ins Gleichgewicht bringt, erklart 
sich folgendermassen. Eine solche Drehung ist gleichbedeu- 
tend mit einer Aenderung der Richtungen aller der Axe O0 
parallelen Componenten Z, Z\ . . . in die entgegengesetzten 
— Zy — Z\ , . , ohne Aenderung der Componenten F, Y', . . . 
und der AngriflFspunkte der Krafte. Dadurch verandern sich 
aber nur die Vorzeichen der Grossen a^ und agg, so dass die 
Bedingungsgleichung agg + ^32 = in — ags + %2 = ^ ^^^^ 
2]{yZ — zT) ==^0 iibergeht, welches die Bedingung des Gleich- 
gewichts der Krafte ist. 

In ahnlicher Weise erklart es sich, weshalb eine Drehung 
des Korpers um die Axe Oz um 180® die Krafte ins Gleich- 
gewicht bringt. 

Untersuchen wir nun, wann die Gleichung (64) gleiche 
Wurzeln hat. Die Gleichung s^ = s^ erfordert, dass a^^ + ^33 = 
und ttgg = sei; daraus folgt aber s^ = 0, ^2 = 0. In diesem 
Falle kann man d^n Gleichungen (63) genugen, indem man 
^2 = 0, Mg = setzt und fiir u^ und u^ willkurliche Werthe 
wahlt. Dies liefert eine langs der Axe Ox gerichtete Verschie- 
bungsaxe mit einer willkurlichen Winkelverschiebung 9?, da 

tan 1^ = -f. -^ ist. Wegen ags = ^ sind aber die Krafte im 

Gleichgewicht, und zwar bleibt dieses Gleichgewicht bei fort- 
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wahrender Drehimg des Korpers um die Axe Ox ungestort; 
die Gerade Ox ist daher eine Gleichgewichtsaxe. 

Damit eine der Wurzeln s^ oder Sg gleich s^ werde, ist 
erforderlich, dass 

«22«33 + »33 = (65) 

sei^ woraus folgt: 

Si = ^22 ""^ ^S9 ^2 ™^ ^33 ^^ ^4 • 

Infolge der Bedingung (65) werden die beiden ersten der Glei- 
chungen (63) identisch und geben fiir s = a^^ das Verhaltniss 
^1 • **4 = ^23 • ^22? ^^® dritie der Gleichungen (63) liefert fiir 
u^ einen willkiirlichen Werth; die vierte erfordert, dass ^3 = 
sei. Man kann daher als Yerschiebungsaxe eine beliebige, in 
der Ebene xOy durch gelegte Gerade wahlen; dabei be- 
stimmt sich die entsprechende Winkelverschiebung mit Hilfe 
der Formel 

'«" I -VW+W- 

Fiir 5 = Ogg liefern die Gleichungen (63) : 

U^ I U^ = ^3 : 0^33 y U^ = \Jy 

sowie fiir u^ einen willkurlichen Werth. Man kann daher jede 
in der Ebene yOz durch gezogene Gerade zur Yerschie- 
bungsaxe wahlen, wobei die entsprechende Winkelverschiebung 
durch die Formel 

bestimmt ist. 

Der eben betrachtete Fall tritt unter anderem dann ein, 
wenn das gegebene System ein Kraftepaar F, — F ist, dessen 
Erafte in den mit dem Korper unveranderlich verbundenen 
Punkten (x, y\ (x\ y') angreifen, Dann wird namlich 

<^22={y—y)Yy a33=(^-0^; «23=(y—yO-z; a^^={z—z)Y', 

es ist daher 

^22 ^33 ""^ ^23 ^32 ; 

welche Gleichung wegen a^^ + %2 = auf die Bedingung 
(65) fiihrt. 

Die Bedingung a^^ -j- «32 = zeigt, dass man als Axen 
Oy und Oz die Halbirungslinien der Winkel zweier Geraden 
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OA und OB zu wahlen hat, die von parallel dem Arme 

des Paares und parallel einer der beiden Krafte F, — F ge- 
zogen sind. Man sieht hieraus, dass man durch Drehung um 
eine beliebige, in der Ebene xOy oder xOjs durch gezogene 
Axe die Gerade OA in die Lage OB uberfuhren kann; da- 
durch erhalt man statt des Eraftepaares zwei entgegengesetzt 
gleiche Krafte, d. h. zwei Krafte, die im Gleichgewicht sind. 
95. Stellen wir uns nun die Aufgabe, unter der Voraus- 

setzung, dass der Hauptvector R nicht gleich Null ist, eine 
Verschiebting zu finden, naeh welcher das gegebene Kraftesystem 
sich auf eine Einzelkraft redticiren liisst 

Die Bedingung der Aufgabe lasst sich durch die Gleichung 

(L + ^L)2JX'i'(M+^M)2Y+(N+^N)2Z = (66) 

ausdriicken, in der fQr z/L, JMy ^N die Ausdriicke (18), 
S. 372, zu setzen sind. Da diese Gleichung in Bezug auf die 
drei Grossen A, ft, v, d. h. auf die Coordinaten des Endpunktes 

A der auf der Verschiebungsaxe aufgetragenen Strecke i$i, vom 
zweiten Grade ist, so ist sie im AUgemeinen die Gleichung 
einer Flache zweiter Ordnung. Es folgt hieraus, dass die Auf- 
gabe unendlich viele Losungen hat. Jede durch den Ursprung 
gehende Gerade, die jene Flache (66) trifift, kann zur Ver- 
schiebungsaxe gewahlt werden; die von nach den beiden 
Schnittpimkten dieser Geraden mit der Flache (66) fuhrenden 
Radienvectoren OA und OA' bestimmen dabei die entspre- 
chenden Winkelverschiebungen 9? und 9' nach den Formeln 

tan ^ = OA und tan ^ = 0A\ Nach einer in dieser Art be- 

bestimmten Verschiebung reduciren sich die Klrafte auf eine 

Einzelkraft R langs einer Geraden, deren Gleichungen sind: 

yUZ— zZY=L + ^L, 

zUX - xUZ = itf + JM, (67) 

xUY—y2]X=N'{' JN, 

wo Xy y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Ge- 
raden und ^Ly /^Mj ^N Functionen der Coordinaten A, ft, v 
des Punktes A oder A' stnd. Man kann die Gerade der Be- 
dingung unterwerfen, durch einen gegebenen Punkt (a?, y, z) 
zu gehen, und mit Hilfe der Gleichungen (67) die entsprechen- 
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den Werthe von A^ ft, v finden, die die erforderliche Verschie- 
bung des Korpers bestimmen. 

Die Losung der vorliegenden Frage lasst sich auf Grand 
der folgenden Betrachtungen vereinfachen. 

Jede Rotation eines Korpers um eine Axe OA um einen 
Winkel 9? lasst sich ersetzen durch zwei andere auf einander 
folgende Verschiebungen: 1) eine Rotation um eine andere, 
zu OA parallele Axe O'B von demselben Sinne, wie die 
Winkelverschiebung 9 und 2) eine Translationsverschiebung, 
bei der die Verschiebungen aller Punkte des Korpers geome- 
trisch gleich sind der Verschiebung eines beliebigen Punktes 
der Geraden O'B bei der gegebenen Rotation des Korpers um 
0-4-5 wenn man also den Abstand der Geraden OA und O'JB 
mit h bezeichnet, so muss diese gemeinsame Translationsver- 

schiebung gleich 2 A sin |^ sein. Die Translations verschiebung 

verandert das Hauptmoment geometrisch nicht, so dass das 

Hauptmoment K' beziiglich nach der gegebenen Rotation 
um OA dasselbe ist, wie das Hauptmoment beziiglich nach 
der Rotation des Korpers um O'jB. 

1st (C) die Centralaxe der Krafte nach der Rotation um 
O'JS, so nimmt dieselbe nach der hinzugefugten Translations- 
verschiebung die Lage (C) derjenigen Geraden ein, die nach 
der gegebenen Rotation um OA die Centralaxe reprasentirt. 
Die Geraden (C) und (C), die eine verschiedene Lage im 
Raume haben, haben im Korper, d. h. beziiglich der AngriflFs- 
punkte der Krafte, dieselbe Lage; denn infolge der Translations- 
verschiebung fallt die mit dem Korper unveranderlich verbun- 
dene Gerade (C) mit (C) zusammen. Man kann, also bei der 
Bestimmung der Lage der Centralaxe im Korper nach einer 
beliebigen Verschiebung diese Verschiebung durch eine andere 
Rotationsverschiebung um eine durch einen beliebigen Punkt 
gelegte, der urspriinglichen parallele Axe ersetzen. Auf Grund 
dieser Bemerkung lassen sich* die zur Bestimmung des Haupt- 

momentes K' dienenden Formeln durch eine passende Wahl 
des Coordinatenursprungs vereinfachen. 

Setzen wir voraus, dass der Hauptvector B nicht gleich 
Null ist und die gegebenen Krafte eine Centralebene besitzen, 
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und wahlen wir als Coordinatenursprung den Centralpunkt 
dieser Ebene, d. h. dei;i Mittelpunkt des Systems von Parallel- 
kraften, welches die Projectionen der gegebenen Krafte auf 
Gerade bilden, die durch die Angriffspunkte parallel dem Haupt- 

vector U gezogen sind. Wahll man ferner die Axe Ox in 

der Bichtung des Hauptvectors JK, so wird 

«ii = 0, ttgi = 0, ^31 = 0. 
Endlich sei noch vorausgesetzt^ dass die ursprungliche Lage 
des Korpers eine solche ist, dass die Centralebene zu dem 
Hauptvector senkrecht und die^ Axen Oy und Oz die Schnitt- 
linien dieser Ebene mit den Mittelebenen sind (vergl. § 87). 
Man hat dann: 

Lasst man nun nach § 87 im Punkte zwei Krafte JB' und 

— iJ' in der Richtung der Axe Oy, sowie zwei Krafte U" und 

— jR" langs Oz angreifen und macht U" ^= i?', so erhalt 
man drei dem gegebenen Kraftesystem aquivalente Krafte^ 

namlich 1) die im Punkte angreifende Kraft R — JB' — iJ", 
2) eine in einem gewissen Punkte A der Axe Oy angreifende 

Kraft ^ gleich R und 3) eine in einem gewissen Punkte B der 

Axe Oz angreifende Kraft gleich R". 

Macht man nun JR' = B" = R und bezeichnet die Werthe 

der Coordinaten y und z fiir die Punkte A und B mit p und 

q, so hat man 

a22 = Bp, Ogg ==s Bq 

und nach den Formeln (18), S. 372: 

jM=^^-^{vl + ^), (68) 

Mit Hilfe dieser Grossen findet man das Hauptmoment Z^, 
welches die Krafte nach der durch die Grossen A, ft, v be- 
stimmten Verschiebung bilden. Die Gleichungen (67) der Cen- 
tralaxe gehen in die folgenden iiber: 

zB^JM, -yB^JN. (69) 
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Auf dieser Greraden hat man die Grosse des kleinsten Momentes 

K' cos {K\ B) = JL 
aufzutrageu. 

Bestimmen wir nun die Lage der Centralaxe im Korper 

selbst, d. h. die Lage der Geraden (69) bezdglich der Axen 

©5? Ori, 0^^ welehe die Lage reprasentiren, die die unverander- 

lich mit dem Korper verbundenen Axen Ox^ Oy, Oz nach der 

Verschiebung einnehmen. Setzt man 

cos {^x) = a^y cos {rix) = 6^, cos {^x) = Cj , 
cos (gy) = a^, cos (i?y) = 62, cos (gy) = c^ , 
cos {i,z) = a^j cos {riz) = 63, cos {i,z) = c^ , 

so ergiebt sich nach den Formeln (9) § 171 der Kinematik 
(S. 366): 

«2 = J^ft + i;), h,={{l^k'+ii?-v'\ ^.=|(/i^-A), (70) 

daher kann man die Formeln (68) in folgender Form schreiben: 

JM= — qB(^, (71) 

Bezeichnen 5, rjj g die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der Centralaxe in Bezug auf die Axen 05; Ori^ Og und setzt man 

^iV — ht = h <hl — c^l = m, \l -'a^ri = n, (72) 

so sind Rl, Rm, Rn die Projectionen des Momentes der langs 

der Centralaxe gerichteten Kraft R auf die Axen Og, 0% Og. 
Da aber die geometrische Summe dieses Momentes und des 

kleinsten Momentes ^L aller Kraffce gleich dem Momente K' 

ist, so wird: 

Rl + a^^L = K' cos {K'l), 

Rm + 6i^i = K' cos (Jf'iy), (73) 

Rn + c^JL = K' cos (Jf'g)? 

Das Moment K' ist aber auch die geometrische Summe der 
Momente der parallel Oy und Oz gerichteten Krafte R\ und 
R'[y die in den Punkten A und B angreifen^ deren Coordina- 
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ten bezuglich Og, Oij, Og resp. (0, p, 0) und (0, 0, q) sind. 
Daher hat man 

K' cos (K'ri) = Bqa^ , 
K' cos (K'Q = — Bpa2 . 

Durch Vergleichung dieser Formeln mit den Formeln (73) findet 
man^ wenn -^ = Jc gesetzt wird: 

l + a^h=pc2 — gfeg, 
m + b,k = qa^, (74) 

Hieraus ergeben sich die gesuchten Gleichungen der Central- 
axe in Bezug auf die Coordinatenaxen OJ, Oi], Og, wenn man 
fur I, m, n ihre AusdrGcke aus (72) einsetzt. 

Die Quadratsumme der Ausdriicke (73) liefert: 

JJ2 (^2 + ^2 _|. ^2) ^ JJ2 ^ ^'2. 

andererseits ist aber 

JJ:'2 = JL^ + ^J[f2 + JN^.^ 

also ist 

ii^ (Z^ + w^ + n^) = ^Jlf2 + ^N\ 

Setzt man bier fiir ^M und ^J?* ihre Ausdriicke (71) ein, so 
ergiebt sich die Gleichung 

P + m^ + n^= p^h\ + q^c\ (75) 

zwischen den Grossen %, 6i^ Cj, ?, m, w, die man als Stralen- 
coordinaten der Centralaxe ansehen kann. Da diese Gleichung 
bezuglich jener Coordinaten vom zweiten Grade ist, so repra- 
sentirt sie einen Complex zweiter Ordnung. Die Stralen 
dieses Complexes sind die verschiedenen Lagen im Korper, 
welche die Centralaxe der Krafte nach den verschiedenen Ver- 
schiebungen einnimmt. 

Man kann die Centralaxe der Bedingung unterwerfen, die 
Ebene yOz m einem gegebenen Punkte (j/, z) zu treflfen; dann 
findet man aus den bekannten Coordinaten dieses Punktes nach 
den Formeln (69) die entsprechenden Grossen ^M und JN^ 
wahrend die Grosse /^L des dieser Centralaxe entsprechenden 
kleinsten Hauptmoments willk^rlich bleibt. Es entsprechen 
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daher jeder gegebenen La^e der Centralaxe im Raume unend- 
lich viele Verschiebungen des Korpers, die darch die Grossen 
Xy fi, V bestimmt sind; diese Grossen genugen dabei zwei 
Gleichungen, die man durch Elimination von JM and /iN 
aus den Gleichungen (69) und (68) erhalt, namlich den Glei- 
chungen: 

(P + ^« + v*)g + 2q{vX + ^) = 0, 

(A* + ^* + v^)y + 2p{k^ _ v) = 0. 

Es sind dies die Gleichungen der Schnittlinie zweier Flachen 
zweiter Ordnung. 

Aus gegebenem y und z findet man mit Hilfe der For- 

meln (69) und (71) die Werthe ftj = — ^ und c^ = — — fttr 

die Cosinus der Winkel ^Oy uni %0z\ ferner hat man 

cos {10 x) = a^ = + l/l — fej — c\ . 

Da nun i^^ und c^ nicht grosser als Eins sein konnen^ so diirfen 
die Werthe der Coordinaten y und z nicht grosser als p und 
q sein. Vermittelst der gefundenen Winkel ^Ox, iOy, i,Oz 
bestimmt sich die Lage der Axe Ox gegen die Axen 0%, Or^, 
05. Es giebt zwei solche Lagen^ deren eine OD den Werthen 

61, Ci, + yi-fe?-c?, 
die andere OD' den Werthen 



entspricht. Jede Verschiebung des Korpers, durch welche die 
Gerade OD oder OD' in die Axe Ox, d. h. in die Richtung 

des Hauptvectors B libergefiihrt wird, ist eine der gesuchten. 
Die Axe einer solchen Verschiebung braucht nur der Bedingung 
zu genugen, gleiche Winkel mit den Geraden OD und Ox, 
resp. OD' und Ox zu bilden. Man kann daher als Axe der 
gesuchten Verschiebung jede durch gehende Gerade wahlen, 
welche in der den Winkel DOx halbirenden und zur Ebene DOa: 
senkrechten Ebene oder in der den Winkel D'Ox halbirenden 
und zur Ebene D'Ox senkrechten Ebene liegt. 

Substituirt man in Gleichung (75) fiir 6^ und c^ ihre 

Werthe — ~ , und setzt y^ •{- z^ = q^, so erhalt man 

die Gleichung 

* Somoff, Mechanik. 11. 26 
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P + m^ + n^ = Q\ (76) 

in der man die Grossen I, m, n als Projectionen des Moments 
einer der Einheit gleichen Kraft auf die Coordinatenaxen an- 
sehen kann, die mit diesen Axen Winkel bildet, deren Cosinus 
ttj, 61, q sind. Die Gleichung zeigt, dass die Grosse dieses 
Momentes der gegebene Abstand q des Punktes (y, £) vom 
Coordinatenursprung ist. Es sind daher alle der Axe Ox 
parallelen Stralen des Complexes (75) Erzeugende eines Kreis- 
cylinders vom Radius p, so dass auch diese Erzeugenden ver- 
schiedene Lagen der Centralaxe darstellen, entsprechend solchen 
Verschiebungen, durch welche OD oder 02)' in Ox iiber- 
gefiihrt wird. 

Suchen wir nun noch die Lage derjenigen Centralaxe im 
Korper zu bestimmen, die einera gegebenen Werthe des kleinsten 

Moments y d. h. der Grosse ^L oder des Verhaltnisses -77- = h, 

entspricht. Diese neue Bedingung liefert eine weitere Gleichung 
zwischen den Coordinaten a^, \, Cy, I, m, n der Centralaxe; 
man erhalt sie folgendermassen. 
Aus den Gleichungen 

a\+al + al = \, a? + 6? + c? = 1 
folgt 

setzt man hierin fur ag und a^ ihre Werthe aus (74), namlich 

so folgt: 

(!L±|.>j! + ^!Li^.i)! = 6j + c? . (78) 

Dies ist' die weitere Gleichung, die zwischen den StraJen- 
coordinaten der Centralaxe besteht; sie ist vom zweiten Grade 
bezuglich dieser Grossen und ist daher di& Gleichung eines 
Complexes zweit^r Ordnung. Die Gleichungen (75) und (78) 
zusammen reprasentiren die Coilgruenz, welche die den beiden 
Complexen zweiter Ordnung gemeinsamen Stralen bilden. Jeder 
Stral einer solchen Congruenz ist eine einem gegebenen kleinsten 
Momente ^L entsprechende Lage der Centralaxe im Korper. 
Unterwirft man nun die Axe noch der Bedingung, die 



— 403 - 

Ebene yOz ia einem gegebenen Punkte (y, z) zu treflfen, so 
findet man nach dem Vorhergehenden aus den Coordinaten 
dieses Punktes drei Stralencoordinaten Oj, 6^, Cj, welche die 
Riehtung der die Lage der Axe Ox beziiglich 05, Ori^ Og 
darstellenden Geraden OD oder OD' bestimmen. Hiernach 
bleiben in den Gleichungen (75) und (78) nur die Grossen S, 
71, g, die in I, m, n vorkommen, unbestimmt; diese Glei- 
chungen stellen daher zwei Cylinder dar, deren Erzeugende der 
Geraden OD oder OD' parallel sind. 

Da diese Cylinder von der zweiten Ordnung sind, so 
haben sie im Allgemeinen vier gemeinsame Erzeugende; jede 
derselben kann als die gesuchte Lage der Centralaxe im Korper 
angesehen werden, die den beiden Bedingungen geniigt, dass 
sie erstens einem gegebenen Werthe des kleinsten Moments 
entspricht und zweitens die Ebene yOz in einem gegebenen 
Punkte trifffc. Pfigt man zu den Gleichungen (75) und (78) 
die Gleichung 

aj + \^ + ^iW = 

hinzu und lost diese drei Gleichungen nach den unbekannten 
Stralencoordinaten l, m, n auf, so erhalt man vier Losungen, 
die den erwahnten vier Lagen der Centralaxe entsprechen. Hat 
man eine dieser Losungen gewahlt, so lassen sich die ent- 
sprechenden Werthe von a^ und Og aus den Gleichungen (77) 
finden; die ersten der Gleichungen (74) und (71) ergeben dann 
die entsprechenden Werthe 

_ (l + aik)p — qk , _ (Z + ailc)q—pk ,-q. 

^2— p« — g« ^ ^3 2*_2?« v'^; 

Endlich erhalt man aus den Gleichungen 

(s. Kinematik, S. 362, Pormelji (3)) die Grossen 

I, ^ ^2 — «3 ^ Ca 08 — \ 

Man kennt nunmehr die Cosinus aller Winkel, welche die 
Axen OS, Or^, 0% mit den Axen Ox, Oy, Oz bilden und findet 
daher nach den Pormeln auf Seite 366 der Kinematik die 
Grossen 

«1 + &2 + ^3 + 1 ' ^ «! + &2 + ^8 + 1 ' «1 + &8 + ^3 + 1 ^ 

26* 
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welche die Axe der der betreffenden loLge der Centralaze ent- 
sprechenden Yerscliiebimg bestimmen. Endlich ergiebt sicb 
die entsprechende Winkelyerscbiebimg selbst nacb der Foimel 



2 r (h + b^ + e^ + l 

Unterwirft man die einem gegebenen Werthe von k ent- 
sprechende Centralaxe der Bedingung, durch eineu gegebenen 
Punkt (I, fly Q des Eorpers zu gehen, so bat man znr Be- 
stimmnng der Stralencoordinaten a^, b^y c^ dieser Geraden 
die Gleichm^ 

a\+h\ + e\ = l 

and die beiden Gleichnngen (75) and (78), in denen man fir 
I, rij i die Coordinaten des gegebenen Panktes za setzen hat. 
Da (75) and (78) f&r die Unbekannten a^, 6^, c^ vom zweiten 
Grade sind^ so stellen sie zwei Kegel zweiter Ordnang dar, 
die eine gemeinsame Spitze haben. Dieselben haben daher 
im Allgemeinen vier gemeinsame Erzeagende; jede durch den 
Punkt (I; fj, gehende und einer dieser gemeinsamen Er- 
zeugenden parallele Gerade reprasentirt eine den Bedingungen 
der Aufgabe entsprechende Lage der Gentralaxe. Bei ge- 
gebenen iy ri, t liefem die Gleichungen (75) und (78) vier 

Werthsysteme ffir — und — , und jedem dieser Systeme ent- 

sprechen infolge der Gleichung 

«» 4- ij + cj = 1 

zwei Werthe a^, die gleich, aber von entgegengesetztem Vor- 
zeichen sind; diesen beiden Werthen von a^ entsprechen dann 
gleichfalls je zwei eni^egeugesetzt gleiche Werthe von b^ und c^. 
Es entspricht also jedem, den Gleichungen (75) und (78) ge- 
nfigenden Systeme der Grossen a^, h^, c^ ein denselben Glei- 
chungen gleichfalls geniigendes System — a^, — \, — c^; aber 
beide Systeme bestimmen die Lage einer und derselben Ge- 
raden. Es genUgt daher ^ nur vier der Werthsysteme a^, \, 
Ci, die den Gleichungen (75) und (78) genOgen, zu betrachten. 
Sind a^f b^^ c^ bestimmt, so findet man aus den Formeln (72) 
die Ubrigen Stralencoordinaten I, m, n der gesuchten Ge- 
raden. Hierauf ergeben sich, wie im vorigen Falle^ die Gosinus 
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der Winkd der Axen 0|, Oif, Ot luit den Axeii Ox, Oy» 0^ 
sowie die Grossai 1« fn, y, welclie die der firaglieheii Central- 
axe entsprechoide Yeisdiiebimg bestimiiiai* 

Die Gleichangen [lb) imd \^78) der Congruenx lassen sich 
in fblgender Weise darek xwei andere ersetien. 

Aus den Gleichnngeny die iwischen den Cosinus der Winkel 
der Axen 0|, 0^f Ot mit Ox, Oy, Os bestehen, ergeben sich 
leicht die Gleichangen 

substitnirt man hierin f&r a,, a,, c^, 6^ ihre Ansdrucke (77) 
und (,79), so ergeben sich Gleichangen, in denen nar die 
Grossen 0|, i|, C|, 7, w, m Torkommen, namlich die Gleichungen: 

Diese Gleichangen sind gleichbedeatend mit den Gleichangen 
(75) and (78); denn addirt man sie, so erhalt man sofort (78); 
addirt man sie dagegen, nachdem man sie zaYor resp. mit ^ 
and j9* maltiplidrt hat, so ergiebt sich Gleichang (75). Folglich 
ist die einem gegebenen Werthe des kleinsten Haaptmoments 
^jfL =: Rh entsprechende Gentralaxe ein Stral der Gongraenz (80). 
Betrachten wir nan den Specialfall A; «» 0, d. h. stellen 
wir ans die Aafgabe, eine derartige Yerschiebang des Eorpers 
za finden, nach welcher alle Erafte sich aaf eine einzige 
Resultante redaciren lassen, and die Lage derjenigen Geraden 
im Eorper za bestimmen, langs welcher diese Krail gerichtet 
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Setzt man in Gleichang (80) & «» 0, so ei^ebt sich 

|)« ^ p» - q* ^t • 

Die Stralen dieser Congraenz reprasentiren im Korper die- 
jenigen Lagen der Resaltante, die den Verschiebangen ent- 
sprechen, nach welchen die Krafte einer Einzelkraft aqaivalent 
warden. Minding hat gezeigt, dass alle diese Geraden sich 
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an zwei mit dem Korper unveranderlich verbundene Curven 
anlehneii; die in den Ebenen rjO^ und gO§ liegen; es sind 
dies eine Ellipse und eine Hyperbel, deren gemeinsamer Mittel- 
punkt der Punkt und deren Hauptdurchmesser die Axe 0^ 
ist, auf welcher die Brennpunkte der beiden Curven so ver- 
theilt sind, dass die Brennpunkte der einen Curve die Scheitel 
der anderen sind. 

Urn diesen merkwiirdigen Satz zu beweisen, betrachten 
wir die Spuren der Stralen der Congruenz (81) in den Ebenen 
^0| und ^0^, Die Spuren in der ersten dieser beiden Ebenen 
genugen den Gleichungen 

£ = 0, (|- + ^p-l)c? = 0; (82) 

die Spuren in der zweiten Ebene erfiillen die Gleichungen 

Sind Cj und &^ nicht gleich Null , d. h. ist der betreffende Stral 
weder der Ebene i^0§ noeh der Ebene ^0^ parallel und liegt 
er auch in keiner von ihnen, so muss man haben: 

(84) 
(85) 
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Dies sind aber die Gleichungen zweier Curven zweiter Ord- 
nung, deren Mittelpunkt und deren Hauptdurchmesser die 
Axe 0§ ist. 

Fiir p> q ist die Curve (84) eine Hyperbel von der Ex- 
centricitat p, die Curve (85) aber eine Ellipse, deren grosse 
Axe gleich 2p ist. Ist dagegen q>p^ so ist (84) eine Ellipse, 
deren grosse Axe gleich 2q, und (85) eine Hyperbel, deren 
Excentricitat gleich q ist. In beiden Fallen liegen also die 
Scheitel der einen Curve in den Brennpunkten der anderen. 

Pur einen, der Ebene r^O^ parallelen oder in dieser Ebene 
liegenden Stral ist Cj == 0, also nach der ersten der Glei- 
chungen (81): 

Diese Gleichung wird erfiillt, wenn man setzt 
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4 + nr^. = Oder 5 = 0. (86) 

Ira Falle q>p ist das erstere nicht moglich; folglich muss 
g = sein, d. h. der Stral muss in der Ebene rjO^ liegen. 
Ein solcher Stral schneidet die Hyperbel (85) im Punkte 
g = 0, I = + P? d. h. in einem der Scheitelpunkte der Curve. 
Da aber dieser Punkt der Brennpunkt der Ellipse (84) ist und 
daher innerhalb dieser Curve liegt, so muss der betreflfende 
Stral die Ellipse schneiden. Er stiitzt sich somit auf beide 
Curven (84) und (85). Im Falle p >'q ist die erste der 
Gleichungen (86) zulassig, und es braucbt ^ nicht gleich Null 
zu sein. Dies liefert einen Stral, der der Asymptote der 
Hyperbel (84) parallel ist, d. h. der diese Curve im Unend- 
lichen sclmeidet. Da aber b^ nicht gleich Null ist, so reducirt 
sich die Gleichung (83) auf Gleichung (85); der Stral muss 
somit die Ellipse (85) schneiden. 

Ebenso findet man, dass ein Stral, fiir den b^ = ist, 
in der Ebene ^0^ liegt oder der Asymptote der Hyperbel (85) 
parallel ist. Ist endlich ij = und c^ = 0, so fallt der Stral 
mit der Axe 0| zusammen. Man sieht hieraus, dass sich alle 
Stralen der Congruenz (81) ohne Ausnahme an die beiden 
Curven (84) und (85) lehnen; diese Curven sind daher die 
Directricen der Congruenz. 

Einige weitere Untersuchungen fiber die in diesem Capitel 
behandelten Fragen findet man in den folgenden Werken: 

Mobius, Lehrbuch der Statik, 1837. 

Minding, verschiedene Abhandlungen im 14. und 15. Bande 
von Crelle's Journal. 

Moigno, Le§ons de Mecanique analytique. I. Statique. 
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